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Editorial

La investigación muestra que la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas 
son actividades de gran complejidad en las que multitud de factores ejercen 
influencia. El aprendizaje de un mismo concepto o idea, especialmente si se 
trata de aquello ya identificado como problemático o difícil, puede verse desde 
numerosos puntos de vista. El énfasis puede estar, por ejemplo, en el estudio del 
concepto matemático mismo, en los procesos de aprendizaje de los alumnos, en 
el maestro y la manera de enseñar o incluso en el uso de distintas herramien­
tas para el aprendizaje. Es precisamente el uso de diversas perspectivas lo que 
permite que nuestro campo de investigación se enriquezca y que los educadores 
tengamos ideas cada vez más complejas y profundas acerca de lo que implica 
enseñar una cierta noción matemática.

La riqueza de la diversidad de acercamientos se pone de manifiesto de manera 
muy clara cuando se estudian los mismos conceptos matemáticos, como ocurre 
en el actual número de la revista Educación Matemática. Por ejemplo, dos ar- 
tículos abordan el aprendizaje del número racional. Uno de los artículos pre­
senta la manera en que un programa de enseñanza, que incluye el uso de esce­
narios relacionados con la vida real, ayuda a los alumnos a construir la noción 
de fracción (Perera y Valdemoros), mientras que otro artículo estudia aspectos 
relevantes de la génesis de las nociones de razón y fracción, así como las dificul-
tades relacionadas con el vínculo entre estos dos conceptos, presentadas por 
alumnos de sexto grado de primaria (Ramírez y Block).

Otros dos artículos de este número tienen que ver con temas relacionados 
con la probabilidad. Por un lado, en el artículo de Salgado y Trigueros, se diseña 
y analiza una propuesta didáctica para el aprendizaje de conceptos asociados al 
tema de conteo. Inzunsa, por su parte, estudia los significados construidos por 
estudiantes universitarios sobre las distribuciones muestrales en un ambiente de 
simulación computacional.

Estudiando también el uso de herramientas digitales, pero para la enseñan­
za de la geometría, Sandoval reporta el papel de la geometría dinámica como 
herramienta mediadora entre el conocimiento perceptivo y el geométrico. Tanto 
el trabajo de Inzunsa como el de Sandoval muestran que las perspectivas que 
toman en cuenta el uso de herramientas computacionales en la enseñanza de las 
matemáticas están cobrando importancia a medida que su uso se vuelve más 
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común en los salones de clase. Sandoval centra su investigación en el uso de la 
tecnología digital para la construcción de argumentación matemática por parte 
de los sujetos, por lo que los procesos cognitivos de los mismos toman un papel 
central.

La reseña que presenta Cañadas muestra también un énfasis en el estudio de 
los procesos de aprendizaje de los alumnos al estudiar el razonamiento inductivo 
relacionado con el trabajo con sucesiones lineales y cuadráticas. Finalmente, 
en relación con habilidades cognitivas, pero de estudiantes de nivel superior, se 
incluye la reseña del libro Argumentación y habilidades en el proceso educativo, 
elaborada por Galicia.

Esperamos que la diversidad en acercamientos y perspectivas de investiga­
ción, que de manera tan interesante aparece ilustrada en este número de la 
revista, sea del interés de nuestros lectores.

Queremos anunciar que, por ser el 2009 el año del bicentenario del naci­
miento de Charles Darwin, así como el año internacional de la astronomía, la 
revista Educación Matemática hace una invitación a contribuir con ensayos en 
los que se establezcan relaciones entre las matemáticas y la biología, por un 
lado, y las matemáticas y la astronomía, por otro. En el presente número y para 
inaugurar esta serie de aportaciones, se incluye un interesante artículo titulado 
“El monje matemático y el biólogo evolucionista”, en el cual Sánchez relata las 
investigaciones de Charles Darwin acerca de la herencia, así como el trabajo y 
las ideas de Johann Mendel sobre la genética y su relación con las matemáticas. 
Esperamos que lo disfruten.

Asimismo, queremos aunciar que Educación Matemática emprende un nuevo 
camino en el mundo digital. Ahora, ya se pueden comprar artículos o números 
completos de la revista en el sitio www.santillana.com.mx/em. Esperamos que esta 
nueva opción ayude a que más lectores tengan acceso a nuestra contribución a la 
educación matemática y su estudio.

El Comité Editorial
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Fecha de recepción: 5 de junio de 2008.

La geometría dinámica 
como una herramienta de mediación 
entre el conocimiento perceptivo 
y el geométrico

Ivonne Twiggy Sandoval Cáceres

Resumen: Informamos el papel de la geometría dinámica (gd) como una herramienta 
mediadora entre el conocimiento perceptivo y el geométrico. Se ejemplifica cómo afec­
ta la gd a la estructura de los esquemas de uso que los estudiantes han desarrollado 
previamente en otros ambientes. La perspectiva teórica se erige sobre dos principios: 
el primero, el principio cognitivo, establece que toda forma de conocimiento está 
mediada por la acción de una herramienta material o simbólica. El segundo, el epis­
temológico, establece que la mediación de una herramienta transforma la naturaleza 
del conocimiento en construcción. La experimentación se realizó con 15 estudiantes 
entre 15 y 18 años. Los resultados sugieren que los estudiantes pueden descubrir 
y construir nuevos esquemas de uso como resultado de las dificultades generadas 
por el empleo inadecuado de una herramienta propia de la gd. En este proceso, el 
papel del profesor es fundamental.

Palabras clave: geometría dinámica (gd), herramienta vs. instrumento, mediación 
instrumental, conocimiento perceptivo vs. geométrico, estudiantes de preparatoria.

Dynamic geometry, a mediation tool between perceptual 
and geometric knowledge
Abstract: We report on the role of Dynamic Geometry (gd) as a tool mediating 
between perceptive and geometric knowledge. Here we exemplify how gd changes 
the structure of the schemes that students had previously developed in other envi­
ronments. These results are part of a project that was carried out for three years. 
The theoretical perspective taken is based on two principles: the first one, the cogni­
tive principle, maintains that all forms of knowledge are mediated by the action of a 
material or symbolic tool. The second, the epistemological principle, sustains that the 
mediation of a tool transforms the nature of knowledge which is under construc­
tion. The experimental phase was developed with 15 students aged 15-18. Results 
suggest that students can discover and construct new schemes of use as a result 
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La geometría dinámica como una herramienta de mediación

of difficulties generated by inadequate use of dynamic geometry tools. Throughout 
this process, the teacher’s role is fundamental.

Keywords: dynamic geometry (gd), tools vs. instrument, instrumental mediation, 
perceptive vs. geometric knowledge, college students.

Introducción

Durante los últimos años, la geometría ha venido recuperando su lugar en la 
enseñanza. Ello se debe, en gran medida, al impulso recibido desde la geometría 
dinámica (gd), que ha puesto de manifiesto el carácter estructural de los dibujos 
que se generan sobre la pantalla de las computadoras o calculadoras. Hoy día, 
se vuelven a plantear problemas que han sido recurrentes para la enseñanza de 
la geometría, como la confusión entre los objetos geométricos y los dibujos que 
los representan.

Las matemáticas constituyen una forma de tecnología simbólica y, en concor­
dancia con ello, la gd se concibe como un instrumento semiótico que exhibe su 
fuerza en la manera como responde al problema del objeto geométrico. A partir 
de ahí, el razonamiento geométrico puede verse enriquecido por los modos de 
argumentación que se hacen viables al acercar la percepción y el razonamiento.

Una dificultad documentada en la literatura (véase el apartado “Antecedentes”) 
y conocida por los profesores de geometría es la relacionada con el aprendizaje de 
las propiedades geométricas. O sea, la capacidad de descubrir relaciones estruc­
turales de los objetos geométricos, la de expresar dichas propiedades tanto de 
manera oral como escrita y, finalmente, la habilidad para validarlas en el marco 
de una teoría. Una posible causa puede ser el tipo de representación estática que se 
utiliza para movilizar las ideas geométricas durante una clase. Por lo tanto, sería 
necesario describir y analizar lo que sucede cuando se utiliza la gd.

En este artículo pretendemos responder: ¿qué tipo de conocimiento moviliza 
el estudiante al resolver problemas geométricos en un ambiente de gd y su rela­
ción con los esquemas de uso que se construyen?

Los resultados que se presentan forman parte de una investigación cuya pro­
blemática se centra en estudiar la “influencia de la geometría dinámica en el surgi­
miento y desarrollo de estrategias argumentativas en la resolución de problemas 
geométricos de los estudiantes de preparatoria”. Este problema de investigación 
forma parte de un proyecto doctoral (Sandoval, 2005). Algunos de los resultados 
se han publicado en congresos nacionales e internacionales.
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Antecedentes

En toda actividad geométrica es indiscutible el papel que han tenido y siguen te-
niendo las representaciones geométricas como apoyo a la intuición, ya que son 
fundamentales en la comprensión de enunciados, en los procesos de exploración 
y conjetura, en la resolución de problemas y en la búsqueda de demostraciones, 
pues dejan “ver” lo que oculta el enunciado. Al respecto, Mesquita (1998) afirma 
que la representación geométrica, aunque no permite resolver directamente el 
problema, contribuye a la definición de la estructura del problema para facilitar 
las transformaciones de una representación a otra. Pero ¿qué sucede cuando el 
dibujo no está bien hecho? Con frecuencia, los alumnos tienen dificultades para 
decodificar una representación geométrica, para descubrir las relaciones estruc­
turales y, más aún, para describirlas coherentemente y utilizarlas en la resolución 
de un problema. En ocasiones, la representación puede generar obstáculos que 
impidan llegar a una solución.

Un ejemplo que ilustra cómo utilizan los estudiantes la percepción como 
medio de deducción es el siguiente (Pluvinage, 1996; Sandoval, 2001, 2005):

En este esbozo, hecho a mano, están dibujados:

•	u n rectángulo ABCD;
•	u n círculo con centro en A que pasa 

por D.

El círculo corta el lado AB en el punto E.
¿Qué longitud tiene el segmento EB?

	 3 cm	 3.5 cm	 4 cm	 Ninguna de las anteriores

Este problema se aplicó en mayo de 2005, a estudiantes de secundaria 
como parte de una competencia regional realizada en un estado de la República 
Mexicana, vía Internet. Hasta ese momento, Cabri había sido poco utilizado por 
los maestros. Los resultados obtenidos, de un total de 13 930 alumnos de los 
tres grados de secundaria, se presentan en la figura 1.

Los resultados obtenidos muestran una fuerte tendencia a establecer única­
mente relaciones perceptivas, similar en los tres grados (82%). Lo anterior presu­
pone un razonamiento basado en la percepción y vinculado con la representación 
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geométrica, desligada de la información dada tanto en ésta (longitud de los seg­
mentos del rectángulo) como en el enunciado. Cabe destacar que el programa 
curricular de los tres grados contempla el estudio de estas figuras geométricas 
tanto en su construcción como en el estudio de sus propiedades. Los resulta­
dos anteriores hacen comprensible que la confusión entre el dibujo y el objeto 
geométrico sea un problema presente en diferentes niveles educativos. Esto se 
debe a que la representación no alcanza a ser concebida, al mismo tiempo, como 
objeto perceptivo y estructural.

La gd ofrece un campo de exploración que no es factible en las represen­
taciones con lápiz y papel. Los resultados de investigaciones muestran no sólo 
potencialidades en el uso de la gd en la resolución de problemas matemáticos, 
sino también restricciones. Por ejemplo, Arzarello et al. (1998) y Olivero (2003) 
encontraron que el arrastre permite la exploración y la validación de una cons­
trucción para producir y validar conjeturas y, a la vez, ayuda a su formulación 
de manera condicional (los estudiantes construyen enunciados del tipo Si… 
entonces…) “Los comportamientos de arrastre cambian según la especificidad de 
las modalidades epistemológica y cognoscitiva” (p. 33). En este mismo sentido, 
Olivero y Robutti (2001) consideran que la medida en Cabri constituye un puen-
te entre el nivel perceptivo y el teórico, y puede ser una ayuda en la interacción 
entre los dos niveles.

Figura 1 Resultados obtenidos a este problema, estratificado por grados

6 000

5 000

4 000

3 000

2 000

1 000

0
1 grado 2 grado 3 grado

Total 5 055

 859
4 190
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 865
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 721
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Respuestas incorrectas
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Las medidas son útiles cuando el estudiante desea saber si algo es verdad; 
sin embargo, si el alumno desea probar que algo es verdad, las medidas no le 
son útiles por mucho tiempo. […] Las medidas en Cabri [de la misma manera 
que el arrastre] son herramientas de mediación entre el nivel perceptivo de 
la actividad matemática y la teórica de los estudiantes (p. 11).

Otra de las potencialidades está relacionada con el estatus de dependencia 
y orden de los componentes de una representación. Al respecto, Talmon y 
Yerushalmy (2004) afirman que en la gd el orden en que se dibujan los compo­
nentes de un objeto y la dependencia entre ellos es determinante, mientras que 
en la geometría de lápiz y papel no parece tener sentido.

Por otro lado, el uso de la gd en la resolución de problemas abiertos fomenta 
la producción y validación de conjeturas, ya que “pone énfasis en aspectos teóri­
cos del dibujo y hace que los estudiantes sean conscientes de la teoría que hay 
detrás de sus dibujos” (Furinghetti et al., 2001, p. 334).

Una de las restricciones que tiene la gd se relaciona con lo numérico-percep­
tivo. Para resolver este conflicto de usar un software y uno más general y teórico, 
el papel del profesor es crucial. Al respecto, Olivero y Robutti (2002) resaltan la 
importancia de esta intervención en el sentido de hacer conscientes a los alum­
nos para que vean “que una demostración no depende de una representación 
gráfica particular que ha sido usada” (pp. 14-15).

Teniendo en cuenta tanto las potencialidades como las restricciones ante­
riores, partimos del supuesto de que el uso de la gd contribuye al desarrollo de 
la comprensión de las ideas asociadas con la construcción y la demostración 
en geometría. Además, que las herramientas del arrastre, la construcción y la 
medida ayudan a los alumnos en la transición de lo perceptivo a lo teórico.

El papel de las herramientas 
en la construcción del conocimiento matemático

Los seres humanos nos hemos valido de artefactos de todo tipo para mediar 
acciones. En la educación, en particular, Rabardel (1999) considera que los 
instrumentos cumplen una función muy importante para el estudiante, no son 
únicamente auxiliares o neutros dentro de la enseñanza, son parte activa en la 
construcción del conocimiento mediante sus acciones.
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Los artefactos, las herramientas y los signos contribuyen a la formación de 
las funciones psíquicas y los conocimientos. Los instrumentos constituyen las 
formas que estructuran y mediatizan nuestros registros de las situaciones y 
los saberes y, por ello, ejercen una influencia que puede ser considerable. La 
mediación instrumental aparece como un concepto central para pensar y anali­
zar las modalidades por las cuales los instrumentos influyen en la construcción 
del saber (p. 204).

Para Rabardel (1999), un artefacto puede ser material o un sistema simbólico, 
empleado como medio para la acción (el ábaco, la computadora, mapas o un 
programa de gd). El instrumento es una entidad mixta que comprende el artefacto 
material y los esquemas de uso. Estos últimos son las representaciones que han 
formado parte de las competencias del usuario y que son necesarias en la utiliza­
ción del artefacto. Es decir, son resultado de una construcción propia del sujeto, 
autónoma o producto de una apropiación de esquemas sociales de utilización.

Cada herramienta genera un campo de acción y, a su vez, le impone al sujeto 
ciertas restricciones que debe identificar, comprender y aprender a administrar. 
Dichas restricciones hacen posible el surgimiento de nuevos tipos y nuevas formas 
de acción. En tal sentido, la utilización de una herramienta incrementa las capa­
cidades de asimilación del sujeto y contribuye a la apertura del campo de sus 
acciones posibles (Rabardel, 1999).

El artefacto relacionado con la acción es lo que Rabardel denomina instrumen-
to. Por ejemplo, dos instrumentos diferentes relacionados con el artefacto compás 
son construir círculos o trasladar una distancia. Un artefacto puede generar varios 
instrumentos. La producción de éste se llama instrumentación. Con la utilización 
del artefacto compás y las propiedades asociadas al uso de este artefacto puede 
generarse la definición de círculo (Santillán, 2002).

El impacto del instrumento sobre la conceptualización no se manifiesta de 
inmediato dados los sistemas técnicos complejos. La apropiación del instru­
mento por parte de los usuarios resulta de un desarrollo progresivo de génesis 
instrumental (véase figura 2). Entonces, el instrumento no es algo dado, no existe 
en sí mismo, sino que es elaborado por el sujeto en este proceso. El instrumento 
se convierte en tal, cuando el sujeto se ha apropiado de él y lo ha integrado a 
su actividad (Rabardel, 1999, p. 210).

Analicemos brevemente cómo resolver el siguiente problema usando gd: Sea 
AB un segmento, d la mediatriz de AB, O un punto de la mediatriz (véase la 
figura 3). Construir el rectángulo con centro en O y vértices A y B.
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La manera de resolver el problema tiene relación estrecha con las herra­
mientas disponibles y su manejo depende de la integración del conocimiento 
matemático y de la propia herramienta. En particular, en Cabri se pueden usar 
la simetría central, rectas paralelas, perpendiculares y círculo, o rectas y círculo 
para construir un diagrama dinámico de un paralelogramo. El empleo de la 
herramienta afecta no sólo la opción de la estrategia de la construcción, sino 
también las acciones que le sucederán.

Cada una de las acciones que se van a implementar requieren una comu­
nicación con Cabri mediante movimientos del cursor y clics. Laborde (2004b) 
define esta secuencia de acciones básicas como un esquema de acción instru-
mentado. Además, el usuario debe construir una organización invariante unida a 
la secuencia de acciones elementales y es lo que se define como el esquema de 
uso (Rabardel, 1999). Como lo plantea Laborde (2004a, 2004b), el diseño del propio 
programa afecta la construcción de éstos, incluso el conocimiento matemático 
también está inmerso en ellos.

Por tanto, la manera de resolver un problema en matemáticas tiene relación 
estrecha con las herramientas disponibles y su manejo depende de la integración 
del conocimiento matemático y de la propia herramienta. Como lo comenta 
Santillán (2002):

El medio […] es la base material que hace posible las acciones del sujeto 
[…] La meta o fin no cambia si utilizamos una u otra herramienta, pero el 
proceso para alcanzar la meta, según los medios que se utilicen, cambia y 
cambia la estrategia. La planeación, una actividad cognitiva compleja, queda 

Figura 2 Explicación de la génesis instrumental (Trouche, 2003)

Una herramienta
Sus posibilidades
Sus limitaciones

Un sujeto
Su conocimiento

Sus hábitos de trabajo

Instrumentación

Instrumentalización

Génesis instrumental
Resultado de la actividad

indivitual del sujeto
Resultado de la actividad
organizada del profesor

Un instrumento
Herramienta  esquemas
de acción instrumentados
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marcada por la herramienta […] La actividad cognitiva es inherente al instru­
mento (p. 82).

Como se ha esbozado a lo largo de esta sección, el uso de las tecnologías 
digitales conlleva una reestructuración cognitiva, ya que también requiere el 
aprendizaje de una sintaxis. En algunos casos, el manejo de una sintaxis diferente 
a la del ambiente informático, como es el ambiente de lápiz y papel, genera en 
el estudiante ciertas dificultades, las cuales se deben principalmente a que los 
usuarios prefieren trasladar sus estrategias de lápiz y papel a estas tecnologías 
digitales al resolver los problemas. La introducción de estas tecnologías digita- 
les en la enseñanza ha sido concebida por algunos como la solución para evitar 
los problemas materiales a los estudiantes y permitirles examinar sólo sus pro­
blemas conceptuales. La situación no es así de simple, ya que las herramientas 
introducen problemas de manipulación y nuevas preguntas en cuanto a la reso­
lución de tareas planteadas a los estudiantes (Laborde, 2004).

Metodología

El tipo de estudio que informamos es exploratorio-descriptivo (Hernández et al., 
2003), ya que analizamos la relación entre lo perceptivo y lo teórico en el razo­
namiento de los estudiantes cuando resuelven un problema apoyados en la gd 
de Cabri. Realizar el análisis requirió un seguimiento a partir del momento en el 

d

O

B

A

Figura 3 Representación figural del problema
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que los alumnos comenzaban la lectura del enunciado y todas las acciones reali­
zadas durante el transcurso de la actividad. Este tipo de metodología permite dar 
cuenta, por ejemplo, de la utilización de herramientas, el uso o identificación de 
alguna propiedad dentro del campo perceptivo o teórico, y la sistematización y 
validación de las soluciones, así como también de los vacíos de significación y las 
diferentes interpretaciones que requerían procesos de negociación de significa­
dos y cambios en las acciones implementadas. En esta investigación se utilizaron 
técnicas de tipo cualitativo. En particular, el estudio de casos permitió mostrar 
la consistencia de los significados personales de los estudiantes involucrados en la 
resolución de los problemas.

La experimentación se realizó durante tres meses con 15 alumnos de primer 
semestre de bachillerato en la Ciudad de México durante tres meses. La edad 
de los estudiantes osciló entre 15 y 18 años, con conocimientos elementales de 
geometría y sin experiencia alguna con la gd. Dichos conocimientos y habilidades 
básicas se confirmaron a través de un cuestionario y una entrevista semiestructura­
da. Los criterios para seleccionar a los participantes se basaron en el cuestionario 
inicial, buscando tener una muestra representativa de cada una de las diferentes 
categorías establecidas por Sandoval (2001) en relación con la interpretación 
figural y con las formas de argumentación. La participación de los estudiantes 
no estuvo sujeta a calificación alguna y fue en horario fuera de clase.

Mi participación fue activa dentro de la fase experimental, pues fui la ins­
tructora de los sujetos de estudio en el proceso de familiarización con Cabri y 
observadora participante en la fase de implementación de las actividades.

La tecnología utilizada

Para la experimentación se utilizaron computadoras, una por equipo de trabajo, 
debido a la facilidad para videograbar el desarrollo de las actividades. Puesto que 
el interés era observar cómo algunas herramientas propias de la gd generan o 
modifican las soluciones presentadas por los estudiantes, se puso especial atención 
en observar la interacción que tuvieron los sujetos de estudio con este tipo de tec­
nología, esos objetos informáticos, sus representaciones y cómo los relacionaron 
con la solución de los problemas planteados en las actividades.

Se utilizó Cabri en el supuesto de que puede ayudar a los estudiantes a 
identificar las propiedades geométricas que subyacen en la construcción de la 
figura y que son necesarias para la producción de una explicación (Arzarello et 
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al., 1998; Furinghethi et al., 2001; Mariotti, 2001; Olivero y Robutti, 2001, 2002; 
Olivero, 2003). Se comprobó que la tecnología provee, en este caso, la retroali­
mentación a las acciones que necesitan los estudiantes para poder interpretar 
sus resultados dentro de la geometría euclidiana.

Las actividades

En el diseño y selección de las actividades se tuvo en cuenta: el nivel académico 
de los estudiantes, el potencial de la gd de Cabri, la presentación de las actividades 
y los contenidos involucrados en la solución de cada actividad. El diseño de las 
actividades por explorar incluyó problemas abiertos (en el sentido que lo pro­
ponen Furinghetti et al., 2001, p. 322). La actividad aquí informada se rediseñó 
de Healy y Hoyles (1998) de tal manera que permitiera la construcción de una 
configuración dinámica, análisis de invariantes, construcción de un enunciado (con­
jetura) y elaboración de una explicación (validación de una conjetura).

Trabajo en el salón de clase

Se estableció un acuerdo dentro del salón de clase que implicó nuevos papeles 
tanto para mí como para los estudiantes. En este tipo de trabajo los alumnos 
están conscientes de que todos pueden y deben contribuir a la solución del 
problema y que la participación y comparación de ideas y estrategias es mucho 
más productiva que el esfuerzo aislado.

Cada sesión de trabajo se dividió en dos partes. En la primera, los alumnos 
se organizaron en equipos de máximo tres y se les dio un tiempo adecuado (en 
promedio hora y media) para que exploraran y resolvieran el problema plantea­
do. En la segunda parte, un estudiante de uno de los equipos, elegido por ellos 
mismos, presentó el proceso y la solución obtenida por su equipo a todos los 
demás participantes de la clase. La discusión fue dirigida por mí. La discusión 
plenaria permitió la afinación de argumentos y, en general, una reflexión más 
profunda sobre las estrategias involucradas en la solución de los problemas. Los 
estudiantes, con su trabajo y apoyados en la gd mediante procesos de explora­
ción, generaron conjeturas y argumentos que validaron sus resultados. En este 
artículo sólo presentaremos los resultados de la primera parte de la sesión de 
trabajo relacionada con resolución de problemas abiertos.
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El proceso de familiarización con Cabri

El propósito era buscar que los alumnos conocieran el funcionamiento básico de 
la gd; que generaran sus propios esquemas de uso y manejaran la herramienta 
con eficiencia. Esta etapa les permitió conocer y localizar los diferentes comandos, 
diferenciar entre objetos independientes (iniciales) y objetos dependientes, esta­
blecer relaciones entre diversos objetos, utilizando los comandos del programa, 
etc. Una figura en Cabri puede realizarse mediante distintos procedimientos de 
construcción. En tal sentido, la gd permite varias maneras de resolver un mismo 
problema. Se da por sentando que dicha solución depende del conocimiento 
movilizado por el sujeto.

Resultados de la actividad en el salón de clase

Solucionar una actividad matemática en un ambiente tecnológico requiere dos 
clases de conocimiento: el matemático y el instrumental. Los significados que cons­
truye un sujeto están contextualizados en la experiencia fenomenológica y en su 
proceso de descontextualización, esto es, una evolución en los significados requiere 
la construcción social en clase con la guía del profesor (Mariotti, 2001).

Hemos seleccionado algunos episodios correspondientes al desarrollo de un 
problema abierto. En diferentes segmentos de las transcripciones (diálogos o res­
puestas escritas) se han resaltado, usando cursivas, las partes que consideramos 
más relevantes. Usaremos nombres ficticios para referirnos a los estudiantes.

El problema que se les planteó a los alumnos fue:

A es el centro de un círculo y AB es un radio. Construye la mediatriz del radio 
AB. (La mediatriz de un segmento es la recta perpendicular que lo divide 
en dos partes iguales.) En uno de los puntos donde la mediatriz corta a la 
circunferencia, coloca un punto C. Une los puntos A, B y C. ¿Qué figura se 
obtiene? Escribe un enunciado que caracterice tu conjetura. Explícala.
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Descripción global de resultados

Los estudiantes se organizaron en siete equipos. De los resultados obtenidos, 
seis equipos hicieron bien la construcción sugerida en el enunciado, excepto un 
equipo formado por tres estudiantes. Este equipo se analizará en detalle en la 
siguiente sección.

La mayoría mostró claridad al interpretar el problema, no tuvieron dificultad 
con el significado de mediatriz ni de triángulo equilátero y se debió, posiblemen­
te, a las discusiones previas en las actividades de familiarización y al comando 
de Mediatriz. Al parecer los estudiantes construyeron este esquema de uso. El 
interés no era indagar si los estudiantes tenían el concepto de triángulo equilá­
tero o de mediatriz, sino explorar el resultado de integrar su conocimiento, sus 
maneras de trabajar y los esquemas de uso propios de las herramientas de Cabri 
para el problema geométrico planteado.

Una vez hecha la construcción, la primera estrategia para establecer el tipo 
de figura formada por los puntos A, B y C fue utilizar la medición. La conclusión 
a la que llegaron los seis equipos fue que el triángulo era equilátero, porque sus 
lados eran iguales y cada uno de los ángulos internos medía 60°. Su razona­
miento se basa en lo que perciben referente a la apariencia y a su propia lectura 
de los datos numéricos dados por la gd. Todos los equipos usaron el arrastre 
para verificar su construcción.

Para justificar que la figura siempre era la misma (un triángulo equilátero), en 
el caso de los mismos seis equipos, los alumnos retomaron parte de la descrip­
ción hecha de su construcción. Cinco equipos establecieron la primera relación 
geométrica: los segmentos AC y AB son radios de la misma circunferencia y, por 
tanto, son iguales.

En la redacción de enunciados se identifican diferencias en relación con su 
estructura. En el caso de los equipos de René-Fernando, Liliana-Gabriela, Fer- 
mín-Gustavo, lo que prevaleció fue la descripción de sus observaciones y, por ende, 
no utilizaron una estructura del tipo “si… entonces…”. Un ejemplo de este tipo 
de enunciado es el de Fermín: “Toda figura que tenga un punto como centro de un 
círculo, y otro punto (en la circunferencia) unido con el centro (o sea un radio), 
una mediatriz que tenga un punto en cualquier lado de ella y que divida el ra-
dio, al unir los tres puntos formará un triángulo equilátero.”

Sin embargo, enunciados como los escritos por Fanny-Enrique, Camila-
Gladis-Sofía y Felipe-Omar establecieron condiciones y una conclusión. Uno de 
los enunciados con mejor redacción es el siguiente:
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Este tipo de enunciado se consideró como teórico, ya que hizo referencia a 
elementos geométricos y posiblemente fue el resultado de la interacción entre el 
conocimiento, los estudiantes y Cabri. En la redacción se nota el uso de cuanti-
ficadores universales y condiciones necesarias y suficientes.

Los resultados obtenidos (construcciones, enunciados y explicaciones) sugieren 
que, si un alumno tiene una interpretación “pobre” de los elementos involucrados 
en el dibujo electrónico y éstos están asociados con el problema, su solución 
quedará ligada con herramientas perceptivas. Estas herramientas se caracterizan 
por su relación con la apariencia y los resultados numéricos. Los argumentos se 
establecen con una estructura más descriptiva que explicativa. De lo contrario, 
los estudiantes exhiben el uso de herramientas no sólo propias del programa, 
sino un vínculo entre esa evidencia con la teoría geométrica, a fin de fundamen-
tar sus soluciones. En Sandoval (2005), se presenta una categorización de las 
estrategias argumentivas de los estudiantes al resolver problemas geométricos 
con gd. En la figura 5 se sintetiza lo realizado por los estudiantes y comentado 
en esta sección.

Figura 4 Enunciado redactado por Fanny y Enrique

Figura 5 Resultados globales de la actividad. Parte 1

Uso del arrastre
y la medición

Perceptivo
a teórico

Objetivo geométrico
Igualdad entre los radios de la misma

circunferencia

Dibujo
Medición de lados y ángulos

Exploración-Conjetura
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Esquemas de uso y gd. El caso de Gladis, Sofía y Camila (G, S y C)

La manera de resolver un problema, en matemáticas, tiene relación estrecha con las 
herramientas utilizadas y su manejo depende de la integración del conocimiento 
matemático y de la herramienta misma. Un ejemplo de ello, es el caso de G, S 
y C, quienes hicieron una interpretación diferente del enunciado del problema.

1. Esquemas de uso ligados al contexto del lápiz y el papel

La primera situación conflictiva a la que se enfrentó el equipo fue la ubicación 
del punto C1 y persistió durante el desarrollo de la actividad. Sofía leyó las 
instrucciones y, una vez que terminó el enunciado, señaló con su dedo en la 
pantalla el lugar del punto C. Cuando Gladis quiso ubicar el punto C con el 
comando Punto sobre objeto, en lugar de Punto de intersección, Cabri preguntó 
¿Qué objeto? (véase la figura 6).

Dicho mensaje indica ambigüedad. Las alumnas tenían un esquema de uso 
relacionado con esta herramienta análogo al ambiente de lápiz y papel, esto 
es, únicamente colocar un punto sobre la circunferencia y la mediatriz, pero en 
Cabri es diferente. El equipo no supo qué opción elegir y, por tanto, tal pregunta 
generó la disyuntiva de la ubicación del punto sobre la mediatriz o sobre la 
circunferencia (son las opciones que les muestra Cabri, véase la figura 6). Esta 
situación se evidencia en el siguiente diálogo, en el que Gladis preguntó a sus 
dos compañeras acerca de la ubicación del punto C:

Figura 6 Confusión generada por el comando Punto sobre objeto

¿Qué objeto?

A B

1 Donde la mediatriz corta a la circunferencia.
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Gladis: ¿Sobre la mediatriz o sobre la circunferencia?

Sofía leyó nuevamente el enunciado: “Donde la mediatriz corta a la circun-
ferencia”.

Gladis lo ubicó sobre la mediatriz y continuó con la construcción utilizando 
el comando de Triángulo para unir los puntos A, B y C. Esta interacción evi-
dencia el desconocimiento que tienen las estudiantes sobre el comportamiento 
dinámico de las herramientas propias de Cabri y, por consiguiente, de la jerar-
quía de dependencia entre los objetos inmersos en una construcción. Asimismo, 
muestra ausencia de esquemas de uso propios de Cabri relacionados con punto 
de intersección y punto sobre un objeto, quizás por desconocimiento de las 
características de la geometría dinámica. Resolver esta ambigüedad requería un 
conocimiento de las características propias de los comandos Punto sobre objeto 
y Punto de intersección, esto es, de los objetos iniciales necesarios para utilizar 
dichos comandos. Sin embargo, el que las herramientas sean descubiertas por 
los estudiantes implica que las usen posteriormente con sentido.

2. Validación de conjeturas. Uso de la medición

La conjetura de Gladis, después de sus observaciones, fue que “se supone” que 
las medidas de los tres lados deben ser las mismas; es decir, el triángulo era equi-
látero. El equipo esperaba que los resultados de la medición fuesen iguales, pero 
se sorprendieron al ver que sólo la medida de los segmentos AC y BC reportaban 
dicha igualdad (véase la figura 7a). Al momento se generó un conflicto entre 

Figuras 7a y 7b Conflicto causado por la ubicación del punto C en la construcción
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su percepción y el resultado de la medición, no obstante las motivó a iniciar el 
proceso de búsqueda de explicaciones para ese resultado.

Camila: ¡Ehhh! ¿No será que este punto está muy abajo [se refiere al punto 
C]? A ver sube tantito el punto C.

Gladis: Es que el punto C como lo colocamos sobre la mediatriz, dije que era 
sobre la circunferencia. ¿Lo coloco sobre la circunferencia?

Camila y Sofía: ¡Sí!

Al momento no utilizaron el arrastre, sólo razonaron basadas en la figura 
estática. Gladis borró el punto C y lo colocó ahora sobre la circunferencia, luego 
trazó el triángulo. De nuevo, usaron el comando de medición para verificar su 
conjetura, pero los resultados no coincidieron. Ahora eran iguales los segmentos 
AB y AC y, por tanto, el conflicto entre lo perceptivo y la medición continúa 
(véase la figura 7b). Otra vez el equipo buscó explicaciones para esas medidas.

Gladis: Pero, ¿por qué cambió éste? [Se refiere a la medida del segmento BC].
Sofía: O sea es que de hecho éste [señala AC] sí debe medir igual que éste 

[señala a AB] porque son radios.

Tal estrategia argumentativa evidenció elementos teóricos, ya que no estaba 
anclada únicamente en la percepción, pues las estudiantes lograron ver a través 
de ella (proceso de visualización). En otras palabras, la interpretación que le dan 
a dicha representación se acerca más al objeto geométrico. Sofía establece las 
relaciones estructurales que dan soporte a lo que las medidas muestran (véanse 
las figuras 7a y 7b): todos los radios de la misma circunferencia son iguales, 
como queda plasmado en el siguiente diálogo.

Sofía: Pero si éste [parece que se refiere al triángulo ACO]2 tiene la misma 
altura que éste [parece que se refiere al triángulo BCO].

Gladis: ¿Tiene que ser el triángulo equilátero? Se supone que con base en la 
construcción que hicimos los tres lados sí debían medir lo mismo.

Estos resultados coinciden con lo afirmado por Olivero y Robutti (2003) 
en el sentido de que la medición propició la reflexión entre lo que observaban 

2 Se denotará como O al punto de intersección de la mediatriz y el radio AB.
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numéricamente y su conocimiento geométrico. Es decir, esta herramienta sirvió 
de puente entre el conocimiento perceptivo y el geométrico.

3. De lo perceptivo a lo geométrico. Uso del arrastre

Como se describió en el inciso 2, la medición generó conflicto en las estudiantes 
y, por consiguiente, se vieron en la necesidad de revisar su conjetura. Hasta ese 
momento las medidas fueron el único medio de verificación, sin embargo, apareció 
otra herramienta en juego, sugerida por Sofía: “Hazle el arrastre nada más para ver 
qué triángulo forma”. Gladis seleccionó el punto C y lo movió lentamente, buscan-
do que las tres medidas coincidieran, y así sucedió.

Camila: ¡Ya! Ya quedó.
Gladis: ¿Aquí? ¿Crees que esté bien encima de la recta y la circunferencia?

Lo anterior muestra el origen de una nueva conjetura: para que las medidas 
sean iguales, es decir, que el triángulo ABC sea equilátero, el punto C tiene que 
estar en la intersección de la mediatriz y la circunferencia. La relación que se es-
tablece entre los elementos es perceptiva.

Sofía: […] Hazle la prueba del arrastre, a ver.

El arrastre ahora fue realizado sobre la circunferencia y se evidenció que las 
tres medidas permanecen iguales entre sí. Por lo tanto, se mantuvo la invariante 
de que el triángulo ABC era equilátero. La observación fue comentada en el 
equipo.

Gladis: Es que no estaba bien el punto de arriba [refiriéndose al punto C].

Las conjeturas formuladas por el equipo son resultado de la exploración 
dinámica en su construcción, es decir, son enunciados dinámicos. El conflicto 
continuó, por lo que solicitaron mi intervención. Puesto que mi papel era de 
investigadora y no de profesora, mi intervención se limitó a sugerir nuevamente 
la lectura del enunciado y la revisión de la construcción. El equipo inició un 
intercambio de ideas con el propósito de buscar una explicación para la eviden-
cia numérica de su pantalla, pero no lograron encontrarla.
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Camila retomó su conjetura, el triángulo es equilátero si cumple con ciertas 
condiciones. Para verificarla, reubicó el punto C en la intersección (perceptiva) de 
la circunferencia y la mediatriz. Como resultado de la acción, las medidas coinci-
dieron. En el siguiente diálogo, la argumentación muestra el establecimiento de 
condiciones necesarias para que el triángulo sea equilátero.

Gladis: Sí cumple [refiriéndose a que el triángulo ABC es equilátero].
Sofía: Pues al hacer la prueba del arrastre [pausa] miden lo mismo.
Gladis: Siempre y cuando el punto C esté sobre la circunferencia, ya que 

[retoma el ratón] la mediatriz es toda ésta [mueve a C sobre la mediatriz], por 
lo que el punto tiene que estar aquí [en la intersección].

Las conclusiones a las que llegaron fueron producto de un acuerdo mutuo, 
vinculado a la exploración dinámica del dibujo electrónico, como se muestra a 
continuación (figura 8).

A pesar de hacer exploraciones, mediciones, construcciones auxiliares y arras-
trar objetos libres, el equipo no pudo explicar por qué la igualdad de los tres 
segmentos. Lo que ellas informaron fue que el segmento AB y AC son radios y, 
por tanto, son iguales. La relación de igualdad del segmento BC con los otros 
dos se establece como dependiente de la posición del punto C, es decir, si está 
sobre la circunferencia o sobre la mediatriz. Este proceso de resolución se puede 
ilustrar mediante la figura 9.

Cabe destacar que, en la sesión posterior, estas estudiantes fueron las 
primeras en presentar sus resultados en plenaria y comentar sus dificultades. 
Gladis manifestó que obtuvieron dos resultados y tenían que ver con el tipo de 
triángulo en relación con el punto C. Esto es, el triángulo podía ser isósceles o 
equilátero, como se ilustró en el análisis anterior. Para ilustrarlo, Gladis construyó 

Figura 8 Justificación dada por G, S y C, al inciso 4
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dos dibujos electrónicos, a fin de ilustrar cada cuestión. En una construcción, el 
punto C fue ubicado sobre la mediatriz e ilustró el caso en que el triángulo es 
isósceles. En la segunda construcción, el punto C fue colocado como punto de 
intersección de la circunferencia con la mediatriz y, por tanto, el triángulo era 
equilátero. No fue claro, en la videograbación, cómo logró Gladis dar el paso de 
una relación perceptiva (primera parte de la actividad) a una geométrica, quizás 
como resultado de la interacción con sus demás compañeros después de la 
primera sesión de trabajo.

Conclusiones

El equipo de Camila, Sofía y Gladis fue el único que no logró interpretar correc-
tamente el enunciado del problema. Sin embargo, la manera de abordarlo les 
facilitó establecer relaciones interesantes y condiciones para que el triángulo for-
mado por los puntos A, B y C fuera equilátero. A pesar de que la relación entre 
la circunferencia y la mediatriz fue perceptiva en la primera parte de la actividad, 
la construcción presentada en la plenaria ya fue estructural; por lo tanto, se pone 
de manifiesto un cambio de lo perceptivo a lo geométrico.

Este equipo, al igual que los demás, conjeturó que el triángulo formado por los 
puntos A, B y C era equilátero y lo justificaron (inicialmente) con la medición y 

Figura 9 Proceso realizado por G, S y C en la resolución de este problema abierto
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el arrastre. Aunque en este artículo no se presenta la discusión detallada sobre 
las diferentes modalidades de uso tanto de la medición como del arrastre, dicho 
análisis sí formó parte de la investigación (Sandoval, 2005). El esquema de uso 
construido para las herramientas del arrastre y la medición le permitió a este equipo 
encontrar una configuración adecuada para que el triángulo fuera equilátero. En 
este sentido, se puede afirmar que estas herramientas, propias de la geometría 
dinámica, permitieron a los alumnos confrontar su percepción, sus conocimientos 
geométricos y la retroalimentación inmediata a sus acciones (derivadas de la teoría 
interna de la computadora), como un mecanismo de control para sus acciones.

El proceso de desarrollo presentado en el artículo evidencia un primer acerca-
miento de los educandos al utilizar la tecnología como un cuaderno electrónico, 
de manera análoga al contexto de lápiz y el papel: representaciones estáticas, aná-
lisis de un caso particular y, con base en él, elaboración de primeras conjeturas. 
Sin embargo, al utilizar el arrastre y la medición, los alumnos descubren defectos 
en sus construcciones, por lo que inician una transformación de sus representa-
ciones estáticas mediante las construcciones que obedecen la definición de los 
objetos geométricos involucrados. Esto es, utilizan la herramienta como un reor-
ganizador conceptual, lo que influye en la transformación de objetos particulares 
a genéricos (figuras 6, 7a y 7b).

La dificultad a la que se enfrentó el equipo C, S y G, causada por el uso de un 
comando equivocado, les permitió descubrir y construir un nuevo esquema de 
uso respecto a dicha herramienta. El mensaje ¿Qué objeto? (véase la figura 6), que 
genera Cabri, indica ambigüedad y, para entenderlo, se requiere tener un conoci-
miento considerable de la herramienta. Como se ha descrito en este artículo, este 
equipo no logró resolver esta situación en la primera parte de la actividad. Así que, 
para resolver situaciones como éstas, se requiere la intervención del profesor y la 
discusión con sus demás compañeros.

Resulta esencial comprender el comportamiento dinámico de las relaciones en 
estos nuevos ambientes, entiéndase: las jerarquías de dependencia entre los ele-
mentos de una construcción o al momento de utilizar cierta herramienta. Estos 
resultados coinciden con los encontrados por Talmon y Yerushalmy (2004), que 
afirman la importancia de establecer las relaciones de dependencia y la jerarquía 
entre los objetos inmersos en una construcción dinámica.

Retomando lo planteado por Rabardel (1999) en cuanto a que las herra-
mientas son parte activa en la construcción del conocimiento, podríamos decir 
entonces que el tipo de representación utilizada en el proceso de aprendizaje 
de un cierto conocimiento geométrico conlleva una conceptualización sobre el 
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objeto geométrico en cuestión. En este proceso, la experiencia que internaliza 
el estudiante puede tomar elementos propios de la evidencia mostrada a través 
de la herramienta que se utilice para tal fin. Por ejemplo, con lápiz y papel, la 
representación le da al estudiante muy poca visión sobre el objeto, pues no 
lo puede manipular. Con este nivel de evidencia casi nulo tiene que establecer 
el puente entre la representación y la teoría; es decir, convertir esa evidencia en 
una argumentación geométrica. Ahora bien, cuando se utiliza un programa de 
geometría dinámica, como en este caso, el estudiante tiene elementos de apoyo 
en la creación de ese puente. La argumentación generada en estas condiciones 
cambia con respecto a la argumentación propia de los ambientes de lápiz 
y papel. En un inicio, los argumentos pueden estar ligados únicamente a la 
apariencia, pero, gracias a la exploración que realiza el alumno, parece posible 
establecer un puente entre la evidencia geométrica de Cabri y una argumenta-
ción geométrica, donde los argumentos tengan un nivel superior de conceptua-
lización y formalización. En esta experiencia, los tratamientos llevados a cabo 
con la representación generada por la geometría dinámica no les dieron a las 
estudiantes los pasos para la organización de un razonamiento matemático 
formal que lograra dar una explicación a sus observaciones. Sin embargo, este 
tipo de interacción (entre estudiantes y estudiantes con gd) les mostró algunas 
invariantes y les permitió explorar sus conjeturas, de modo que les facilitó la 
movilización de elementos teóricos. Es así como los procesos llevados a cabo y 
las estrategias que respaldaron sus conjeturas (o que las descartaron) muestran 
una organización sistemática en sus afirmaciones para apoyar un resultado, 
aspectos necesarios en la construcción de una argumentación matemática.

En lo que se refiere a las actividades de problemas abiertos, en vista de los 
resultados obtenidos, la geometría dinámica brinda diferentes herramientas 
que pueden ser útiles en el proceso de resolución. Sin embargo, el educando 
es quien decide qué estrategia seguir para resolverlo, cuáles herramientas usar, 
cómo interpretar los resultados que aparecen en la pantalla y la manera de 
sistematizarlos.
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Enseñanza experimental 
de las fracciones en cuarto grado

Paula B. Perera Dzul y Marta E. Valdemoros Álvarez

Resumen: Este informe muestra los resultados globales obtenidos en un estudio en 
el que se desarrolla una enseñanza experimental con un grupo de cuarto grado de 
primaria (niños de 9 años de edad) de una escuela pública. Consta de un programa 
de enseñanza integrado con actividades que giran en torno a varios escenarios afines 
a la vida real de los niños. Aquí se exhibe cómo las actividades propiciaron en el esco-
lar la construcción de la noción de fracción y el reconocimiento de algunos de sus 
significados (relación parte-todo, medida, cociente intuitivo y rudimentos de operador 
multiplicativo). Asimismo, para valorar los avances alcanzados por los alumnos en el 
programa de enseñanza, se aplicaron dos cuestionarios, uno antes y otro después de 
su implementación. También se seleccionó a tres niños que fueron entrevistados para 
el estudio de casos, a fin de profundizar en los procesos relevantes de aprendizaje de 
cada uno de ellos.

Palabras clave: enseñanza experimental, significados de fracción, escenarios, 
matemática realista, resolución de problemas.

Experimental teaching of fractions in fourth grade
Abstract: This report shows the global results obtained in a study in which an experi-
mental teaching scheme is developed under a fourth grade group of a primary public 
school (9 year old students). This scheme is a teaching program composed of activities 
focused on a variety of scenarios close related to the child-ren’s daily life. This work 
remarks how these activities favored the construction of the notion of fractions in the 
student, as well as the recognition of some of its meanings (part-whole relationship, 
measure, intuitive quotient and multiplicative operator rudiment). Moreover, in order to 
asses the achieved goals of the stud-ents in the teaching program, two questionnaires 
were applied: one before the implementation and the other one after it. Furthermore, 
three children, chosen in advance for the case study, were interviewed with the objec-
tive of analyzing the most relevant learning processes involved in each one of them.
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Keywords: experimental teaching, meanings of fraction, scenarios, realistic math-
ematics, problem solving.

Introducción

La enseñanza y el aprendizaje de las fracciones siguen teniendo dificultades 
(Figueras, 1988, 1996; Valdemoros, 1993, 1997, 2001; Pitkethly y Hunting, 1996; 
Perera y Valdemoros, 2002) en la educación básica. Una de las causas es que son 
poco usadas en situaciones de la vida real, por lo tanto, los niños cuentan con 
escasos conocimientos previos (Freudenthal, 1983) cuando inician el estudio de 
este contenido matemático en la escuela primaria. Otro de los problemas, posible-
mente, se deba a la enseñanza del lenguaje de las fracciones en edad temprana, así 
como a la implementación de tareas abstractas relacionadas con estos números.

En los últimos años se ha producido una gran riqueza de información en torno 
a las fracciones, esto se ha hecho evidente en publicaciones recientes de volúme-
nes completos (The Journal of Mathematical Behavior, vol. 22, núms. 2 y 3, 2003) 
consagrados a investigaciones sobre la enseñanza y aprendizaje de estos números, 
de las cuales mencionamos algunas de ellas en los siguientes párrafos.

Investigadores como Sáenz-Ludlow (2003), Steencken y Maher (2003) y Bulgar 
(2003) realizaron experimentos de enseñanza en torno al conocimiento de las 
fracciones con alumnos de cuarto grado de educación básica. Al respecto, pun-
tualizamos que Sáenz-Ludlow (2003) estableció que un importante resultado 
de su estudio fue el reconocimiento de que los niños construyeron un puente 
entre sus conocimientos de número natural y la conceptualización inicial de la 
fracción, en particular, en todos discretos. Por su parte, Steencker y Maher (2003) 
observaron en los alumnos el uso de diagramas con explicaciones para exponer 
sus ideas. Asimismo, Bulgar (2003) señala que las representaciones creadas por 
los niños para expresar sus ideas y argumentar sus respuestas los ayudaron a 
resolver las actividades.

Nabors (2003) implementó un experimento de enseñanza constructivista con 
cuatro estudiantes que interactuaron en un micromundo computacional usado 
para resolver tareas de razonamiento fraccionario.

Otros estudios efectuados en torno a la enseñanza de las fracciones (Steffe, 
2002, 2003; Tzur, 2004), en los cuales los niños interactúan entre ellos y con el 
investigador, plantean la interacción como actividad importante para la compren-
sión de este contenido.
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También hay investigaciones que enfocan su atención en las estrategias 
de solución que presentan los estudiantes en los problemas vinculados con la 
noción de fracción (Christou y Philippou, 2002; Misailidou y Willians, 2003).

Considerando que el estudio de las fracciones es una de las tareas más difí-
ciles de realizar en el ámbito de la enseñanza elemental, en esta investigación se 
abordan los significados de la fracción vinculados a: relación parte-todo, medida, 
cociente intuitivo (reparto) y rudimentos de operador multiplicativo. La selección 
de estos contenidos se justifica porque la noción de medida y cociente intuitivo 
están considerados en el programa de cuarto grado de Educación Primaria del 
Plan y Programas de Estudios (sep, 1993) de México, no así el de operador 
multiplicativo —contemplado en el quinto grado junto con el de razón—; a pesar 
de esto, decidimos explorar las ideas embrionarias de operador multiplicativo, 
por estimarlo accesible para los niños del presente estudio. Hemos excluido de 
esta investigación el significado de razón por considerarlo demasiado complejo 
y, como tal, susceptible de ser tratado en otro trabajo.

El estudio se llevó a cabo con un grupo de cuarto grado de educación pri-
maria. Elegimos este nivel porque es en el grado donde se profundiza el trabajo 
con las fracciones, haciendo más complejo su uso a través de la resolución de 
problemas en diferentes entornos (Plan y Programas de Estudio, Primaria, sep, 
1993). Asimismo, observamos que las tareas expuestas en el libro de texto oficial 
de dicho grado son pocas en comparación con las actividades presentadas en los 
libros de texto de quinto y sexto grados. Además, notamos que el libro de texto de 
cuarto grado no ha tenido ningún cambio desde 1994, mientras que los de tercero, 
quinto y sexto grados fueron sustituidos por nuevos textos y publicados en 2001.

Problema de investigación

Debido a la complejidad que presenta para los niños la construcción del cono-
cimiento de fracción, nos surgieron estas preguntas:

•	 ¿Qué estrategias y situaciones de enseñanza debe implementar el maestro 
para facilitar el aprendizaje de los números fraccionarios en los niños de 
cuarto grado de educación primaria?

•	 ¿Cuál debe ser la intervención del maestro en la resolución de las acti-
vidades en el aula para que el alumno logre construir un conocimiento 
sólido de las fracciones?
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•	 ¿Qué dinámica grupal es conveniente establecer en el aula para que se 
propicie en el niño el desarrollo de actividades sobre fracciones de una 
manera eficaz?

Acorde con las preguntas expuestas, el problema de esta investigación se 
refiere a cómo influye en el niño una enseñanza matemática realista y lúdica, 
desarrollada con un enfoque constructivista, en la adquisición de las nociones 
relativas a la fracción.

Ante esta problemática, la hipótesis de nuestro estudio la planteamos como:

Un programa de enseñanza constructivista, realista, lúdico y cooperativo favore-
cerá en el niño de cuarto grado de educación primaria la consolidación de la 
noción de fracción y de los significados de relación parte-todo, medida, cociente 
intuitivo y la idea embrionaria de operador multiplicativo.

Relacionado con el problema de investigación, el objetivo general que nos 
propusimos lograr es: Establecer si una enseñanza constructivista, a través de 
actividades realistas y lúdicas resueltas de manera colaborativa, propicia en el 
niño de cuarto grado el afianzamiento del aprendizaje de las fracciones.

Respecto a los objetivos específicos que se pretendió alcanzar en este estudio, 
destacamos:

•	 Verificar que las actividades realistas de la enseñanza favorezcan en los 
alumnos una mayor comprensión de los números fraccionarios.

•	 Comprobar que las situaciones propuestas a través de la resolución de 
problemas propicien en los niños la construcción de los significados ele-
mentales de la fracción.

•	 Constatar que la interacción y el debate entre los alumnos contribuyan a 
la resolución reflexiva de los problemas planteados.

Marco teórico

En este apartado presentamos algunas ideas de didáctica de las matemáticas que 
ofrecen un fundamento a nuestro estudio. También mostramos enfoques rela-
cionados con la didáctica de las fracciones. Además, enunciamos determinadas 
aportaciones de la psicología de la cognición acerca de estos números.
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En relación con la didáctica de las matemáticas, Brousseau (2000) menciona 
que actualmente el término didáctica comprende la actividad misma de la ense-
ñanza de las matemáticas, el arte y el conocimiento para hacerlo, la habilidad 
para preparar y producir los recursos para realizar esta actividad y todo lo que se 
manifiesta en torno a ella. Este autor también menciona que el enfoque actual 
de la enseñanza está orientado a solicitar al maestro la elección de problemas 
que provoquen en el alumno aprendizajes que se manifiesten a través de res-
puestas nuevas.

Freudenthal (1983), basándose en su fenomenología didáctica, critica la en-
señanza tradicional basada en el desarrollo de conceptos, pues esta manera de 
instruir acentúa el aspecto formal de las definiciones. Freudenthal señala que 
este modo de enseñar fragmenta las relaciones con otros contenidos matemáti-
cos y no se fundamenta en la experiencia del estudiante, propiciando que los con-
ceptos queden aislados en la mente del alumno, lo que impide que los aplique 
en la resolución de problemas asociados a su vida cotidiana.

Goffree (2000) plantea un enfoque didáctico en el cual menciona el marco de 
una educación matemática realista, brindando numerosos fundamentos didácticos a 
la enseñanza. Este autor señala que el maestro debe diseñar situaciones proble-
máticas concretas para que el niño pueda dar sus propios significados, así como 
crear modelos de una situación real que permita al alumno investigarla, apro-
piándose de dichos modelos para solucionar otros problemas. También indica 
que el profesor debe tener en cuenta cualquier conflicto cognitivo que el niño 
haya pensado por sí mismo para incluir la reflexión en la clase. Además, men-
ciona que hay que propiciar en el aula la interacción entre los niños de manera 
natural, basando la enseñanza de las matemáticas en problemas del mundo real 
como fuente de ideas y de situaciones en donde puedan ser aplicadas.

En cuanto a la didáctica de las fracciones, Thomas Kieren ha realizado diver-
sos estudios acerca de la construcción de estos números. Este autor reconoce 
varios constructos intuitivos (medida, cociente, operador multiplicativo y razón), 
en los que subyace el conocimiento de la fracción. Además, identifica un quinto 
constructo intuitivo: la relación parte-todo que sirve de base para la construcción 
de los otros cuatro citados anteriormente (Kieren, 1983). Teniendo en cuenta la 
importancia de estos constructos intuitivos en nuestra indagación, consideramos 
apropiado describir la naturaleza básica de ellos.

Las definiciones que Kieren (1980) da a los constructos intuitivos son las 
siguientes: la relación parte-todo la considera como un todo (continuo o dis-
creto) subdividido en partes iguales y señala como fundamental la relación que
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existe entre el todo y un número designado de partes. La fracción como medida 
la reconoce como la asignación de un número a una región o a una magnitud 
(de una, dos o tres dimensiones), producto de la partición equitativa de una 
unidad. La fracción como cociente la refiere como el resultado de la división 
de uno o varios objetos entre un número determinado de personas o partes 
(Kieren, 1980, 1983, 1988, 1992). El papel de la fracción como operador es el 
de transformador multiplicativo de un conjunto hacia otro conjunto equivalente. 
Esta transformación se puede pensar como la amplificación o la reducción de 
una figura geométrica en otra figura asociada al uso de fracciones (Kieren, 1980). 
La fracción como razón es considerada por Kieren (1980) como la comparación 
numérica entre dos magnitudes.

Asimismo, Kieren (1993) presenta un modelo recursivo para la comprensión 
de las matemáticas. Este modelo es un proceso dinámico en forma de espiral que 
conlleva envolverse a sí mismo para crecer y extenderse. El modelo está inte-
grado por ocho niveles incrustados de conocimientos o acciones eficientes, los 
cuales son: hacer primitivo, hacer imagen, tener imagen, notar propiedad, 
formalizar, observar, estructurar e inventar. Consideramos apropiado destacar 
que, en este estudio, se tuvieron en cuenta los tres primeros niveles que corres-
ponden al pensamiento más intuitivo del sujeto, según el reconocimiento explí-
cito del propio Kieren (1993); es decir, la partición como “actividad primitiva”, “hacer 
imagen” como los problemas de reparto que se anticipan en el uso de diferentes 
particiones y fracciones para representar la misma cantidad, y “tener imagen” 
como fracciones equivalentes generadas a través de una fracción dada. Con ello, 
estamos volcando nuestra atención a las elaboraciones primarias, elementales del 
sujeto cognoscente, las que, sin embargo, están siempre presentes en cualquier 
elaboración cognitiva, aun cuando ésta sea más avanzada.

Por otra parte, Freudenthal (1983) da sugerencias amplias para la enseñanza 
de los números fraccionarios. Al referirse a la relación parte-todo, señala que 
enfocar dichos números con este único significado es bastante limitado, tanto 
fenomenológica como matemáticamente, ya que este tipo de enfoque sólo pro-
duce fracciones propias. Asimismo, este autor da ejemplos didácticos para la 
enseñanza de las fracciones y sugiere tener en cuenta las magnitudes de área y 
longitud como medios para visualizar las relaciones de equivalencia.

De igual manera, Streefland (1991) diseñó un curso con el cual se enriquece 
la enseñanza de las fracciones. Su objetivo es proporcionar una didáctica para 
el manejo constructivo y productivo de materiales concretos. Las actividades del 
curso se centran en situaciones de la vida real y emplean algunos acontecimientos 
que se desarrollan en espacios reales.
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Además, Streefland (1993) menciona que el maestro puede guiar a la luz los 
conocimientos que tienen los estudiantes sobre cierto contenido matemático, al 
propiciar confrontaciones entre ellos en situaciones relevantes. De igual manera, 
Streefland (1991, 1993) apunta que la enseñanza debe apegarse a la realidad 
para que dicho conocimiento tenga un significado para el niño. Consideramos 
que estos planteamientos permanecen claramente vigentes en la actual situación 
educativa nacional.

En relación con las aportaciones de la psicología a la cognición de las frac-
ciones, Solé y Coll (1999) señalan que la concepción constructivista no es una 
teoría, sino más bien un marco explicativo que considera como parte medular la 
dimensión social de la enseñanza, en el sentido de que la educación escolar es 
un proyecto social que se desarrolla en una institución también social. Además, 
explican que la concepción constructivista está integrada por un conjunto articu-
lado de principios que pueden ser utilizados para diagnosticar, establecer juicios 
y tomar decisiones fundamentales en torno a la enseñanza.

Según la concepción constructivista, el niño aprende cuando es capaz de 
elaborar una representación personal acerca de un objeto de la realidad o con-
tenido que se pretende enseñar, dicha elaboración implica el interés del niño y 
sus conocimientos previos en relación con el tema que se va a enseñar. En este 
proceso los alumnos modifican los conocimientos que tienen y también inter-
pretan los nuevos conocimientos para integrarlos a los que ya poseen; cuando 
se da este tipo de proceso del niño, se dice que el alumno ha aprendido signifi-
cativamente (Solé y Coll, 1999).

Por consiguiente, la concepción constructivista pretende que los alumnos 
aprendan y se desarrollen en la medida en la que construyen significados apro-
piados en torno a los contenidos que se van a enseñar. Dicha construcción 
incluye la actitud activa del niño, su disponibilidad y sus conocimientos previos 
(Lenzi, 1998; Castorina, Lenzi y Aisenberg, 1997; y Miras, 1999) en una situación 
interactiva en la que el profesor actúa como guía y mediador entre el niño y la 
cultura (Solé y Coll, 1999).

Respecto a lo cognitivo, Kieren (1983) propone dos tipos de herramientas 
o mecanismos mentales para la construcción del conocimiento del número 
fraccionario, unos de desarrollo y otros constructivos. Los de desarrollo están 
vinculados con la experiencia, se identifican con la conservación del todo y el 
razonamiento proporcional; los constructivos se relacionan con la partición, la 
equivalencia cuantitativa y la generación de unidades divisibles. Los significados 
y sus correspondientes “mecanismos” se encuentran ligados a aplicaciones espe-
cíficas y forman parte de lo que se ha denominado matemática intuitiva.
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Por otra parte, Kamii (1994) señala que el enfoque constructivista para la 
enseñanza de la aritmética se basa en una pedagogía que solicita que los maes-
tros vean la enseñanza desde la perspectiva de cómo aprenden los niños y cómo 
llegan a comprender un contenido escolar, en vez de hacerlo desde el punto de 
vista de cómo se comportan, sea cual sea la naturaleza de dicho comportamien-
to social o cognitivo.

También indica que la confrontación de ideas entre los escolares facilita el 
desarrollo de un nivel de pensamiento más elevado cuando se sistematizan los 
conocimientos previos que existen en la mente de ellos. Asimismo, destaca que 
el clima social de una clase influye ampliamente en la manera en la que los 
niños aprenden o no un contenido escolar, dependiendo del ambiente generado 
por el maestro y sus alumnos (Kamii, 1994).

Además, Kamii (1994) menciona que, de acuerdo con el constructivismo, los 
niños aprenden modificando ideas anteriores, en vez de acumular trozos de 
información. Este enfoque difiere de la enseñanza tradicional, pues en esta últi-
ma, los alumnos aprenden interiorizando conocimientos, el papel del maestro 
se limita a corregir errores y a facilitar respuestas correctas. Del mismo modo, 
Kamii señala que en la enseñanza constructivista, el maestro debe fomentar 
el intercambio de ideas, a fin de estimular a los niños para que argumenten y 
defiendan sus soluciones ante sus compañeros. Para propiciar este intercambio, 
el maestro tendrá que planear cómo crear un ambiente adecuado al pensamien-
to de los niños, en lugar de planear cómo se dirige una clase para que se den 
aprendizajes específicos.

Con lo expuesto anteriormente y retomando el problema de investigación aquí 
formulado, visualizamos un panorama que nos permitió plantearnos este estudio, 
el cual consideramos que es una manera pertinente de indagar sobre la aplicación 
de la enseñanza que nos conduzca a consolidar las nociones relativas a la frac-
ción y algunos de sus significados, en cuarto lugar. También lo reconocemos como 
una manera adecuada de abordar las fracciones, en la que los alumnos disfrutan el 
trabajo, al desarrollarse en un ambiente lúdico, donde el maestro interviene como 
guía y mediador entre el niño y la cultura (Solé y Coll, 1999).

Además, señalamos nuestro acuerdo con el enfoque teórico sustentado por 
Freudenthal (1983), Streefland (1991, 1993) y Goffree (2000) en torno a la 
matemática realista, el cual documentamos en el marco teórico.
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Desarrollo metodológico

Esta investigación doctoral es de carácter cualitativo, ya que se realizó el análisis 
de los avances alcanzados por un grupo de cuarto grado de primaria con niños 
de 9 años de edad dentro de su ambiente escolar, con el propósito de conocer 
cuáles son los cambios que se producen en sus pensamientos durante el desa-
rrollo de un programa de enseñanza que recrea experiencias de su propia vida 
(Freudenthal, 1983). Además, se efectuó el estudio de tres casos para profundizar 
sobre los procesos y fenómenos que se manifestaron en cada uno de ellos. La 
indagación se llevó a cabo al inicio del año escolar para tener la certeza de que 
los niños no habían abordado los tópicos de las fracciones que se consideran en 
el currículo de cuarto grado de educación primaria.

En el proceso de la enseñanza experimental, la investigadora fungió como 
coordinadora de las actividades, es decir, le correspondió organizar y dirigir las 
sesiones de trabajo desarrolladas por el grupo.

Durante el tiempo que duró el programa de enseñanza, se buscó crear un 
ambiente de confianza y respeto mutuos, donde los alumnos se sintieran moti- 
vados, con libertad de resolver las actividades tal como ellos lo consideraran conve-
niente y que tuvieran la oportunidad de expresar sus estrategias de resolución, 
a la par de aceptar sus equivocaciones.

El punto de partida de la investigación fue la aplicación de un cuestionario 
inicial a 30 escolares, con el propósito de obtener información sobre los conoci-
mientos con que contaban acerca de las fracciones. Dicho instrumento permitió 
seleccionar a tres de ellos para llevar a cabo el estudio de casos, también nos 
facilitó la organización de la enseñanza. El cuestionario inicial estuvo conformado 
por 13 tareas organizadas en cuatro bloques. En el primer bloque se presentan 
problemas relacionados con el significado de medida. El segundo incluye acti-
vidades vinculadas con la relación parte-todo. El tercero contiene situaciones 
de reparto. En el cuarto bloque se muestran tareas referentes al significado de 
operador multiplicativo. Una de las actividades de dicho cuestionario se muestra 
en la figura 1.

El siguiente instrumento de esta investigación fue el programa de enseñanza 
desplegado con un enfoque constructivista, con el fundamento de que los alum-
nos aprenden y se desarrollan en la medida en la que construyen significados 
apropiados en torno a los contenidos que van a estudiar (Solé y Coll, 1999). De 
acuerdo con lo anterior, el programa de enseñanza tuvo como propósito crear 
un ambiente favorable que posibilitara al niño el desarrollo adecuado de las acti-
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vidades planteadas en las sesiones de trabajo y, además, le permitiera establecer 
los diferentes tipos de relaciones que le ayudaran a construir los significados de 
la fracción vinculados a relación parte-todo, medida, cociente intuitivo y rudimen-
tos de operador multiplicativo.

Las actividades que integran el programa de enseñanza están relacionadas con 
situaciones de la vida real. Dichas tareas fueron diseñadas tomando como eje el 
currículo vigente de matemáticas de cuarto grado de primaria (1993) y los objetivos 
de nuestra investigación. La enseñanza experimental se realizó en 18 sesiones de 
trabajo. Las sesiones se desarrollaron dos veces por semana con una duración 
de una hora cada una, en un periodo de tres meses. Las actividades que se lleva-
ron a cabo en las sesiones de trabajo fueron: a) recortar e identificar del todo la 
fracción representada por diversas figuras; b) medir distancias para obtener partes 
fraccionarias de un todo; c) reconocer las partes fraccionarias que se generan al 
cubrir totalmente una figura con un todo y escribir en sus respuestas las fracciones 

Figura 1 Problema del cuestionario inicial, que ilustra el significado de medida 
(de acuerdo con Kieren, 1980)
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que surjan en las situaciones planteadas; d) distinguir las partes fraccionarias de un 
todo en las situaciones problemáticas que se desarrollan en una fiesta de cumplea-
ños; e) solucionar situaciones de reparto de artículos adquiridos en un mercado; 
f) completar la reducción de figuras relacionadas con la clase de educación física.

Las actividades se reunieron en torno a diversos “escenarios” que representan 
distintos espacios o ámbitos de aplicación de las fracciones. La secuencia en que 
éstos se trataron fue la siguiente: 1) la primavera en el salón de clases; 2) la fiesta 
de Manuel; 3) iremos de compras; 4) el recreo; 5) el periódico mural “La voz del 
niño”; 6) la clase de educación física. El primer escenario involucra el significado 
de la relación parte-todo. El segundo y el tercero están integrados por actividades de 
reparto. El cuarto y el quinto se relacionan con tareas de medida. El sexto 
se refiere a actividades de operador multiplicativo (rudimentos de operador mul-
tiplicativo). Cada “escenario” supuso una modalidad particular de desarrollo de 
los números citados en un terreno real determinado.

A continuación presentamos las secuencias de cada escenario: a) En el de 
“La primavera en el salón de clases” iniciamos con la identificación del todo, 
seguimos con la partición del todo, para concluir con el reconocimiento de la 
fracción. b) En los de la “Fiesta de Manuel” e “Iremos de compras”, empezamos con 
el reconocimiento del todo, proseguimos con la partición del todo de acuerdo 
con el número de receptores, enseguida realizamos la distribución de las partes 
entre los sujetos que participan en el reparto y terminamos con la identificación 
de la fracción que le tocó a cada persona. c) En los del “Recreo” y el periódico mural 
“La voz del niño”, primero tratamos la identificación de la unidad, seguimos con el 
cubrimiento de una magnitud dada con la unidad identificada, después efectua-
mos la partición de la unidad para cubrir totalmente dicha magnitud y finalizamos 
con el cálculo de las veces que cabe el todo en la magnitud dada. d) En el de 
“La clase de educación física”, principiamos con la observación de la cancha del 
dibujo original y de la parte de la cancha reducida, después el conteo de los 
cuadros que corresponden a las medidas de los lados de la cancha y de la parte 
de la cancha reducida, luego comparamos, analizamos y reflexionamos sobre 
dichas medidas y, por último, completamos el dibujo de la cancha reducida.

Enseguida, en la figura 2, mostramos una de las tareas del programa de ense-
ñanza. Esto es marcadamente diferente de las actividades didácticas contempla-
das en el libro de texto oficial, en donde los contenidos curriculares comunes no 
se encuentran secuenciados, sino que son presentados de manera discontinua.

En las sesiones de enseñanza, los niños trabajaron las actividades organizados 
en equipos, a fin de fomentar el intercambio y la discusión de ideas, la coordina-
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ción de puntos de vista y el trabajo colaborativo. Al concluir cada actividad, se rea-
lizaron confrontaciones grupales, donde los alumnos exponían a sus compañeros 
las estrategias que habían desarrollado para resolver la tarea. Si un alumno presen-
taba alguna estrategia incorrecta en su solución, los demás escolares intervenían 
haciéndole ver el error cometido durante el proceso para llegar al resultado.

Al concluir el programa de enseñanza, se aplicó el cuestionario final al grupo 
que participó en el estudio de campo. El propósito fue valorar los avances que 
se alcanzaron durante las sesiones de trabajo. Las 13 tareas que conforman 
este cuestionario son análogas a las planteadas en el cuestionario inicial y a las 
desarrolladas en las sesiones de enseñanza.

Posteriormente, se entrevistó a tres niños para el estudio de casos, éstos 
fueron previamente seleccionados de acuerdo con los resultados obtenidos en el 

Figura 2 Tarea del programa de enseñanza incluido en el escenario 
“La primavera en el salón de clases”

Sergio tomó un cuadrado de papel como éste:

Escribe qué fracción del cuadrado usó Sergio para cada una de las partes del arbolito.

	 _____________________________ 	 _____________________________ 	 ___________________________

Con este cuadrado voy a
hacer un arbolito
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cuestionario inicial. El propósito del estudio de casos fue ahondar sobre los pro-
cesos importantes de aprendizaje en cada uno de los niños. Las entrevistas fueron 
semiestructuradas (según Cohen y Manion, 1990), ya que contamos con un 
protocolo, en el que se tiene la posibilidad de cambiar el orden de las preguntas 
cuando el entrevistador necesita profundizar en su indagación, y también se 
dispuso del material necesario para cada caso. Las entrevistas que efectuamos 
pueden ser consideradas como un instrumento de evaluación, puesto que fueron 
realizadas después de la aplicación del cuestionario final.

Cada entrevista está constituida por seis tareas. La primera y la tercera de 
ellas están vinculadas al significado de relación parte-todo. La segunda está rela-
cionada con el significado de medida. La cuarta y la quinta incluyen situaciones 
de reparto. La sexta trata sobre el significado de operador multiplicativo. En la 
figura 3 presentamos la actividad seis de la entrevista.

Para validar este estudio, se realizó la triangulación de los instrumentos meto-
dológicos empleados. En dicha validación se confrontaron y compararon los datos 
recopilados en los cuestionarios inicial y final, las observaciones registradas por 
el responsable de la investigación y por otro observador durante las sesiones de 

Figura 3 Actividad seis de la entrevista

6. Perla dibujó un florero de la misma forma que el de abajo, pero de diferente 
tamaño, ella redujo a un medio cada uno de los lados. ¡Dibújalo!
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enseñanza, así como las observaciones y los datos obtenidos en las entrevistas 
del estudio de casos.

Resultados

Del análisis de las soluciones dadas a las tareas del cuestionario inicial podemos 
decir que en las actividades vinculadas con el significado de relación parte-todo, 
la mayoría de los alumnos tuvieron problemas para representar en un todo las 
fracciones: medios, cuartos y octavos. A pesar de que las tareas requieren como 
solución la identificación de fracciones, la generalidad de los niños ignoraron 
dicha solicitud y escribieron sólo números naturales, o bien, usaron los algorit-
mos de la aritmética que les son conocidos, fenómenos coincidentes con algunos 
de los resultados informados tanto por Figueras (1988) como por Valdemoros 
(1993). También se hizo evidente el desconocimiento de un vocabulario apropia-
do para nombrar la parte fraccionaria obtenida en la partición, lo cual indica que 
los conocimientos con los que cuentan los niños en relación con este contenido 
matemático son reducidos.

Referente al significado de fracción como medida, observamos que los alumnos 
tuvieron dificultades para calcular las veces que cabe una longitud determinada en 
una magnitud dada (véase la figura 1). Al resolver esta tarea, los niños mostraron 
cierta dificultad al llevar a cabo la medición del camino de la casa a la escuela a 
través del camino de la casa a la tienda, al no reconocer en cuál de los dos cami-
nos iban a efectuar la medición. También presentaron conflictos para nombrar la 
parte fraccionaria que se generó al partir un todo en dos partes iguales. Además,

no pudieron determinar 
1

2
, 

3

4
, 1

1

4
 de un todo. En cuanto a la solución de estas

tareas, muchos alumnos aplicaron los algoritmos de la aritmética que les son 
familiares, o bien, escribieron como respuesta un número natural. La respuesta de 
Aidé en la figura 4 ejemplifica esta situación. Asimismo, percibimos que los conoci-
mientos con que cuentan los escolares de este grupo respecto a dichas fracciones 
limitaron sus habilidades para desarrollar estrategias apropiadas de partición.

Respecto a las actividades relacionadas con el significado de cociente intui-
tivo (correspondiente a una situación de reparto), la mayoría de los niños tuvie-
ron dificultades para resolver la distribución de un todo entre un determinado 
número de personas. La tendencia de los alumnos en estas tareas fue la de 
partir en medios. Muchos integrantes del grupo no agotaron la partición de los 
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objetos dados en relación apropiada con el número de personas que participa-
ron en el reparto, lo cual no les permitió obtener un reparto exhaustivo, o bien, 
lograron un reparto exhaustivo pero no equitativo. Asimismo, un gran número 
de ellos consideró el todo como indivisible. Dejaron la colección de objetos sin 
fraccionar y, por tanto, sin distribuir; sólo un alumno escribió como respuesta “no 
se pudo repartir”. Estos estudiantes carecen de los recursos que Kieren (1983, 
1988) señala esenciales para la construcción de la fracción: la identificación de 
la unidad y su consiguiente partición. De igual modo, los escolares manifestaron 
conflictos para establecer la relación de orden entre las partes fraccionarias 
obtenidas en dos repartos diferentes (Perera y Valdemoros, 2002).

Distinguimos en estas actividades que la poca experiencia con que cuentan 
los miembros de este grupo en relación con la distribución de un todo fue 
determinante en las estrategias que desarrollaron en las situaciones de reparto. 
A continuación, en la figura 5 mostramos la respuesta de Ilse a una de estas 
actividades de reparto.

Figura 4 Respuesta de Aidé a una actividad correspondiente 
al significado de medida

Éste es el camino que recorre Lalo de su casa a la escuela.

Y éste es el camino que recorre de su casa a la tienda.

Este último camino ¿qué parte es del camino de arriba?   4  

1 2 3

4
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En relación con las tareas vinculadas al significado de operador multiplica-
tivo (rudimentos de operador multiplicativo), casi todo el grupo tuvo problemas 
para ampliar al doble los lados de una figura dada o para reducirlos a la mitad. 
Para resolver estas actividades, la mayoría de los niños reprodujeron la figura 
teniendo en cuenta sólo la posición de sus lados e ignoraron las magnitudes 
que tenían que ampliar o reducir. Para acortar los lados de la figura a la mitad, 
algunos niños únicamente lo hicieron en una dimensión (ancho o largo).

En el desarrollo del programa de enseñanza, al inicio de las sesiones, los niños 
tuvieron conflictos para involucrarse en el trabajo colectivo, ya que estaban acos-
tumbrados a la producción individual, posteriormente superaron esta problemática 
cuando llevaron a cabo la resolución de las tareas en equipos. Esto favoreció en el 
niño el intercambio de ideas, la argumentación de sus respuestas y la justificación 
de sus soluciones. Además, propició la elaboración de soluciones correctas y la 
manifestación de anticipaciones en relación con la equivalencia de fracciones 
y la proporcionalidad entre dos figuras. En la figura 6 mostramos la actividad en 
las que varios alumnos anticiparon la relación de equivalencia, en la última sesión 
de trabajo.

Figura 5 Respuesta de Ilse a una actividad relacionada con una situación de reparto

La mamá repartió en partes iguales tres gelatinas entre sus hijas:

Laura, Lupe, Rosa y Paty.

	 Laura	 Lupe	 Rosa	 Paty

¿Cuánta gelatina le tocó cada niña? no se pudo repartir

EM21-1_pp033-048.indd   44 4/13/09   12:46:07 PM



Educación Matemática, vol. 21, núm. 1, abril de 2009	   45

Paula B. Perera Dzul y Marta E. Valdemoros Álvarez

En relación con la figura 6, reproducimos a continuación diversos comenta-
rios parciales que Alejandro, Abigail, Brandon Z. y Carla D. expresaron durante 
la confrontación grupal:

Comentarios de Alejandro
Alejandro: Éste es el grupo que salió a jugar, expresa dibujando un círculo 

en el pizarrón. Ahora le saco dos partes, dice dividiendo el círculo en dos partes 
aproximadamente iguales.

—Un medio son los niños que jugaron fútbol, dice escribiendo la letra “F” 
sobre una de las partes del círculo que dividió.

—Éste tiene cuatro octavos, expresa dividiendo la otra parte del círculo en 
cuatro partes iguales.

—Éste son los niños que jugaron básquetbol, declara señalando con un 
punto uno de los octavos que obtuvo al dividir un medio del círculo en cuatro 
partes iguales.

—Tres octavos son los que no jugaron, enuncia trazando una raya sobre los 
tres octavos restantes que no había marcado.

Comentarios de Abigail
Ella utilizó la partición del círculo que efectuó Alejandro.
Abigail: Tres octavos es igual a un cuarto más un octavo, expresa señalando 

dos octavos y otro octavo más. Porque dos octavos son un cuarto, enuncia y 
borra la línea que divide el cuarto en dos partes iguales.

Comentarios de Brandon Z.
Brandon Z.: Un octavo es igual a dos dieciséis, expresa dividiendo un octavo 

en dos partes iguales (notamos que no usa la expresión dieciseisavos). Porque 
son dieciséis partes de todo, dice dividiendo la mitad del círculo en ocho partes 
aproximadamente iguales.

Después de ver las canchas, el grupo de 6º grado salió a jugar al patio de la 
escuela. La mitad del grupo jugó fútbol y la octava parte jugó básquetbol.

¿Qué fracción de todo el grupo no jugó? ___________________

Figura 6 Tarea que forma parte del escenario “La clase de educación física”
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—Los que no jugaron son un cuarto más dos dieciséis, enuncia escribiendo en

el pizarrón su respuesta 1 2

16

1

4 2. Cabe aclarar que la respuesta de Brandon Z.

propició la subdivisión de un todo en dieciseisavos, que corresponde a un 
número de partes mayor que 10, además, los escolares incorporaron a sus cono-
cimientos la terminación avos a las fracciones con denominadores mayores que 
10, porque les indicamos el lenguaje apropiado para nombrarlas.

Comentarios de Carla D.
Ella utilizó la partición del círculo que efectuó Brandon Z.
Carla D.: Un cuarto más un octavo es igual a seis dieciseisavos, porque

en un cuarto hay cuatro dieciseisavos, declara señalando los 
4

16
 en el 

1

4
 del

círculo. Y en un octavo hay dos dieciseisavos, dice señalando los 
2

16
 en el 

1

8
del círculo.

Los comentarios de los niños justifican que apelaron a la cuantificación del 
todo y de sus partes para aseverar que se refieren a la equivalencia entre una 
parte y las partes que la conforman. También muestran que la interacción y el 
debate contribuyeron a la resolución reflexiva de las actividades, lo que coincide 
con lo dicho por Streefland (1991), Kamii (1994) y Goffree (2000).

Los escenarios, parte esencial del programa de enseñanza, propiciaron un 
ambiente de interacción entre compañeros del grupo, donde ellos intercambiaron 
sus ideas, discutieron sus puntos de vista, reconocieron sus errores y, sobre todo, 
avanzaron en sus conocimientos, puesto que se favoreció la reflexión ante los pro-
blemas planteados. Además, los escenarios permitieron la reconstrucción mental 
de la realidad de los niños, lo que fue fundamental para la resolución de las tareas.

Asimismo, cuando los alumnos reconstruyeron mentalmente su realidad a 
través de la resolución de las tareas que conforman los escenarios, observamos 
que surgió en ellos la conexión y el uso de varios significados de la fracción 
(Kieren, 1993).

Por último, al resolver en el programa de enseñanza las actividades vinculadas 
con el significado de medida y de relación parte-todo, los alumnos identificaron y 
escribieron las fracciones representadas en el todo. Asimismo, lograron producir 
fracciones equivalentes, dada una fracción. En los problemas de reparto, los estu-
diantes lograron manifestar expresiones simbólicas de la fracción para nombrar 
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la parte del todo repartido. Además, dichas tareas propiciaron en los escolares la 
anticipación de la suma de fracciones con igual denominador. En cuanto a las 
actividades de operador multiplicativo, éstas favorecieron en los alumnos el reco-
nocimiento de las dimensiones de las figuras (ancho y largo) como fundamentales 
para realizar sus producciones.

Del análisis de las respuestas dadas a las actividades del cuestionario final, 
podemos manifestar:

Que en las relacionadas con los significados de medida y de relación parte-
todo de la fracción, la mayoría de los niños del grupo no tuvieron dificultades 
para dividir un todo en dos, tres, cuatro y seis partes iguales. De igual manera, 
distinguimos que un gran número de alumnos lograron partir un todo incluso 
en novenos. Además, utilizaron expresiones simbólicas de la fracción para nom-
brar las partes fraccionarias que obtuvieron como resultado en las estrategias 
desarrolladas.

En las correspondientes al significado de cociente intuitivo de la fracción, 
notamos que la mayoría de los niños no presentaron problemas para resolver 
las tareas vinculadas a situaciones de reparto. Asimismo, desarrollaron procesos 
apropiados al repartir un todo entre un número determinado de personas. De 

Figura 7 Respuesta de Alejandro a una actividad de reparto

De esta gelatina, Erika se comerá 
1
3

 y Pedro se comerá 2
6

:

	 Pedro

¿Quién comerá más gelatina: Erika o Pedro? Ninguno, iguales.

Porque si sumamos

1
6

 + 
1
6

 = 
2
6

 = 
1
3

 y sobró 
1
3

Érika Érika
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igual modo, los alumnos establecieron la relación de equivalencia entre las 
partes fraccionarias obtenidas en dos repartos diferentes. En relación con dicho 
significado, presentamos en la figura 7 la solución que dio Alejandro a una de 
estas actividades.

Con respecto a las respuestas presentadas en los problemas vinculados al 
significado de operador multiplicativo de la fracción, nos percatamos de que la 
mayoría de los niños no tuvieron dificultades para disminuir a la mitad los lados 
de una figura. Sin embargo, notamos que medio grupo no logró reducir los lados de 
una figura a un tercio. Observamos que los niños no reconocieron que la parte 
dibujada de la locomotora que tenían que completar correspondía a un tercio 
de las dimensiones de la de arriba, cometieron el error de disminuir a la mitad las 
dimensiones faltantes. Tampoco pudieron disminuir los lados a la mitad cuando 
la figura estaba formada por líneas inclinadas. Notamos que redujeron a la mitad 
únicamente los dos lados horizontales de la figura; los otros dos lados (líneas

Figura 8 Dibujo de Aldo relacionado con el significado de operador multiplicativo 
(rudimentos de operador multiplicativo)

Completa el dibujo de abajo para que obtengas otra locomotora de la misma forma.
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inclinadas) los trazaron uniendo los extremos de los lados reducidos; para cerrar 
la figura, no tuvieron en cuenta su altura, lo que produjo figuras alargadas o dis-
torsionadas. Como evidencia de las respuestas a esta actividad presentamos en 
la figura 8 el dibujo correcto que elaboró Aldo y, en la figura 9, el incorrecto que 
hizo Carla D.

Para contrastar las estrategias desarrolladas por los alumnos en la resolución 
de las actividades, presentamos en el Anexo 1 los resultados que obtuvieron en 
los dos cuestionarios (inicial y final).

Después de analizar los resultados del cuestionario final, realizamos las 
entrevistas a los tres alumnos seleccionados (Mayra, Karla A. y Brandon Z.) y 
las analizamos con el propósito de llevar a cabo el estudio de casos. Enseguida 
presentamos el estudio de casos, incluidos los resultados de las entrevistas.

Figura 9 Dibujo de Carla D. relacionado con el significado de operador 
multiplicativo (rudimentos de operador multiplicativo)

Completa el dibujo de abajo para que obtengas otra locomotora de la misma forma.
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El caso de Mayra

Mayra es una alumna que en el cuestionario inicial manifestó habilidad para 
reconstruir y expresar de manera escrita sus estrategias de solución. Observamos 
que tiene un escaso conocimiento intuitivo (Kieren, 1992) acerca de las frac-
ciones, lo que influyó en ella al resolver ocho tareas correctas de las 13 que 
integran el cuestionario inicial. En el transcurso del programa de enseñanza, 
Mayra logró enriquecer sus conocimientos acerca de las nociones relativas a la 
fracción, lo cual mostró en cada sesión de trabajo, así como en el cuestionario 
final, obteniendo en éste un total de 12 tareas resueltas correctamente de las 
13 que lo conforman.

Resultados de la entrevista de Mayra

Mayra resolvió correctamente las actividades que le fueron planteadas. Fue evi-
dente que consolidó nociones fundamentales de la fracción, esto lo manifestó al 
representar de manera gráfica las partes fraccionarias para completar un todo y 
al identificar las fracciones obtenidas al partir equitativamente el todo, así como al 
usar un lenguaje técnico-simbólico (Kieren, 1993) para nombrar las fracciones.

Observamos también la habilidad que tiene Mayra para recortar un todo en 
partes iguales, lo que le permitió reconocer varias fracciones que surgen al cubrir 
una superficie dada con una figura determinada.

Asimismo, Mayra representó en pictogramas tanto particiones equitativas 
como distribuciones equitativas y exhaustivas, esto lo expresó al explicar las 
estrategias que desarrolló en las situaciones de reparto y al emplear la escritura 
convencional para indicar las fracciones obtenidas.

Del mismo modo, se observó que Mayra reveló un manejo conceptual en rela-

ción con el operador multiplicativo, utilizó como factor 1

2
, que aplicó a todos los

lados que forman la figura, para obtener una de menor tamaño que la original. 
Además, admitió de manera intuitiva la existencia de otros operadores fraccio-

narios 1 1

3
, 1

4 2 que también podrían ser utilizados como factores para reducir la

figura de la actividad, esto se observa cuando escribió 8 (número de cuadritos 
que representa un lado de la figura) entre 3 y 8 entre 4.
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El caso de Karla A.

Karla A. es una niña que en el cuestionario inicial exhibió el uso de pictogramas 
(Valdemoros, 1993) para resolver las tareas. Como referencia, en el cuestionario 
inicial resolvió cuatro tareas correctamente de las 13 que lo conforman.

Mostró un gran avance en sus conocimientos sobre las nociones relativas a 
la fracción, después de haber participado en la enseñanza experimental. Esto 
lo realizó en las 12 tareas que resolvió correctamente, de las 13 que integran el 
cuestionario final.

Resultados de la entrevista de Karla A.

Karla A. usó pictogramas para resolver las tareas. Reconoció la fracción como 
parte de un todo. También identificó la parte fraccionaria para completar el 
todo, esto lo mostró al dividir el todo en partes iguales y emplear la escritura 
convencional para nombrar las partes fraccionarias.

Notamos que Karla A. tuvo dificultades para cubrir la superficie dada con 
una figura determinada, esto propició que obtuviera fracciones diferentes a las 
solicitadas en la tarea. Sin embargo, ella nombró correctamente las fracciones 
obtenidas. La problemática se debió a que Karla A. no mostró habilidad para 
cubrir la superficie dada con las partes de la figura que se necesitaban para re-
solver el problema.

Por otra parte, observamos que Karla A. efectuó particiones equitativas, esta 
conducta la manifestó en los pictogramas que realizó para resolver las tareas 
de reparto. Asimismo, en sus estrategias exhibió de manera intuitiva la suma de 
fracciones con igual denominador.

Además, distinguimos en esta alumna niveles de abstracciones, al procesar 
en su pensamiento la equivalencia de fracciones en cada una de sus respuestas. 
Igualmente, notamos en Karla A. la facilidad de reproducir una figura a la mitad 
de su tamaño original. Del mismo modo que Mayra, Karla A. admitió de manera

intuitiva la existencia de otros operadores fraccionarios 1 1

3
 y 1

4 2, al expresar que

podemos dividir cada una de las magnitudes de los lados de la figura entre 3 o

entre 4, si queremos reducirla a 1

3
 o a 1

4  
de su tamaño original.
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El caso de Brandon Z.

Brandon Z. es un alumno que en el cuestionario inicial mostró habilidad en 
el uso de los algoritmos (Figueras, 1988; Valdemoros, 1993). Sin embargo, 
observamos que contaba con pocas experiencias en torno a las fracciones, esto 
lo exhibió al resolver acertadamente sólo una de las 13 tareas que conforman 
el cuestionario inicial. Durante las sesiones de trabajo, Brandon Z. mostró un 
avance en sus conocimientos acerca de las fracciones, lo que le permitió resolver 
correctamente 10 tareas de las 13 que integran el cuestionario final.

Resultados de la entrevista de Brandon Z.

Observamos que Brandon Z. identificó la fracción como parte de un todo, esto lo 
mostró al representar en un pictograma las partes fraccionarias para completar 
un todo. Pero cuando el todo estaba integrado por una colección de objetos, 
tuvo dificultades para considerarlo como una sola unidad. Suponemos que la 
configuración presentada de los objetos influyó en él para no identificar la colec-
ción como un todo, únicamente tuvo en cuenta la tercera parte de ella, esto debi-
do a la posición en que se encontraban los objetos dentro de la configuración.

El uso de los algoritmos le permitió a Brandon Z. avanzar en un nivel abs-
tracto al realizar mentalmente particiones de una fracción y obtener su equiva-
lencia. También notamos en este niño la facilidad que demostró en el uso de la 
equivalencia de fracciones en cada una de sus respuestas.

Por otra parte, este alumno logró darle sentido a los algoritmos a través de 
las situaciones de reparto, lo cual exhibió al utilizar expresiones fraccionarias 
correctas para resolver las tareas.

De igual manera, Brandon Z. efectuó la reducción de una figura a la mitad de su

tamaño original, al utilizar como factor 1

2
. Dividió entre dos el número de cua-

dritos que representan cada uno de los lados de la figura en la cuadrícula de 
la actividad.

Comparación de los tres casos

Los tres casos manifiestan aspectos comunes y al mismo tiempo cada uno pre-
senta cierta particularidad.
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Uno de los aspectos comunes que observamos en los alumnos entrevistados 
(Mayra, Karla A. y Brandon Z.) fue el avance que se dio en sus conocimientos refe-
rentes a las nociones de fracción. Lo notamos en los contenidos semánticos que 
dedujeron al elaborar sus estrategias para resolver las actividades propuestas.

Otro aspecto en común que resalta en las entrevistas es el uso de pictogra-
mas en las estrategias utilizadas para solucionar las tareas. Pues los pictogramas 
les ayudaron a argumentar y verificar sus respuestas.

Al comparar los tres casos, pudimos apreciar algunos rasgos característicos de 
las estrategias utilizadas en cada uno de ellos.

Mayra mostró habilidad para manipular mentalmente las partes fraccionarias 
de un todo al dar solución a las tareas. En cambio, Karla A. presentó mayor 
facilidad en el manejo de pictogramas al resolver las actividades. Y Brandon Z. 
manifestó una preferencia algorítmica al solucionar los problemas. Sin embargo, 
el uso de cualquiera de las estrategias indicadas converge en que los tres alum-
nos llegaron a construir la noción de fracción.

Además, Mayra y Brandon Z. se caracterizaron por ser unos alumnos parti-
cipativos en las sesiones de trabajo, es decir, tenían habilidad para exponer sus 
ideas. En cambio, Karla A. presentaba dificultad para expresarlas. Posteriormente, 
Karla A. superó ese obstáculo y logró exponer sus ideas, esto se reflejó en las 
argumentaciones que dio en la entrevista.

Conclusiones

El cuestionario inicial fue un instrumento que nos aportó información de la 
situación en la que se encontraba el grupo antes de iniciar el programa de 
enseñanza; con él comprobamos que los niños contaban con escasos conoci-
mientos intuitivos (Kieren, 1983) respecto a las nociones de fracción. También 
propició que se hiciera una exploración de los procesos cognitivos de los 
alumnos a través de las estrategias de resolución y de los modos de represen-
tación que utilizaban para abordar las fracciones. Esto nos permitió identificar 
la tendencia que manifestaron algunos niños a usar tanto números naturales 
como operaciones aritméticas seleccionadas arbitrariamente, lo cual no fue lo 
apropiado para dar respuesta a las tareas planteadas. Además, notamos que la 
mayoría de los escolares no reconocieron el todo como divisible para efectuar 
la distribución de él en los problemas de reparto o en las situaciones donde se 
requería su partición.
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En este cuestionario, observamos que los alumnos tuvieron dificultades para 
nombrar la parte fraccionaria que se generó al partir un todo en dos partes 
iguales. Además, no pudieron determinar qué parte de un todo representan las

fracciones 
1

2
, 3

4
, 1

1

4
. La mayoría de los alumnos tuvieron problemas para re-

presentar las fracciones en un todo: un medio, un cuarto y un octavo, y para 
distribuir un todo entre un determinado número de personas. Muchos niños no 
lograron ampliar al doble los lados de una figura dada o disminuirlos a la mitad. 
Los resultados mostrados en el cuestionario inicial son deficientes, suponemos 
que el grupo de estudio, cuando cursó el tercer grado de primaria, trabajó muy 
poco los contenidos vinculados a las nociones de fracción.

En el programa de enseñanza se promovió el desarrollo intelectual de los 
niños, habilitándolos para que ellos mismos construyeran sus propios conoci-
mientos sobre la base de sus experiencias cotidianas (Streefland, 1991, 1993; 
Goffree, 2000). Durante el proceso de enseñanza, los alumnos efectuaron diver-
sas actividades que les permitieron realizar exitosamente repartos equitativos y 
exhaustivos de un todo. Además, los alumnos manifestaron expresiones simbó-
licas de la fracción para nombrar las partes de un todo.

Conforme a lo planteado por Kieren (1992, 1993), observamos que, en el 
desarrollo del programa de enseñanza, la actividad rudimentaria que los niños 
produjeron para resolver las tareas planteadas fue la partición; asimismo, las 
situaciones de reparto propiciaron en los alumnos la anticipación de tener una 
imagen mental de las acciones de la partición del todo. Además, ejemplificaron 
con diferentes fracciones la percepción de patrones que los estudiantes constru-
yeron en las situaciones de reparto para mostrar la misma cantidad.

A su vez, apoyados en lo mencionado por Streefland (1993), podemos 
afirmar que los conocimientos previos que tienen los niños favorecieron la 
construcción de la noción de fracción en las sesiones de enseñanza. Del mismo 
modo, las confrontaciones grupales propiciaron en los estudiantes la creación 
de un ambiente de confianza y respeto mutuos, en donde cada uno tuvo la 
oportunidad de expresar sus estrategias de resolución con libertad y aceptar sus 
equivocaciones.

Los escenarios propiciaron la interacción entre los niños, donde ellos recons-
truyeron mentalmente sus experiencias cotidianas, intercambiaron ideas, argu-
mentaron sus puntos de vista, reconocieron sus errores; en general, observamos 
que esta dinámica los condujo a la construcción de los significados elementales 
de la fracción. También los escenarios favorecieron la conexión de varios signifi-
cados de la fracción en la resolución de las tareas.
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Además, durante las sesiones de trabajo surgieron avances espontáneos por 
parte de los alumnos, los cuales se manifestaron en la manera en la que resol-
vieron las tareas planteadas, como la anticipación de la proporcionalidad entre 
dos figuras y la equivalencia entre fracciones.

El cuestionario final tuvo como objetivo evaluar la enseñanza experimental 
recibida por los escolares de este estudio. En él, se observó que la mayoría de los 
niños del grupo no tuvieron dificultades para dividir un todo en dos, tres, cuatro 
y seis partes iguales. También utilizaron expresiones simbólicas de la fracción para 
nombrar las partes fraccionarias que obtuvieron como resultado de las estrategias 
desarrolladas. Casi todos los alumnos resolvieron correctamente las tareas vincu-
ladas con situaciones de reparto. De igual modo, establecieron la relación de orden 
y equivalencia entre las partes fraccionarias obtenidas en dos repartos diferentes. 
Además, nos percatamos de que la generalidad del grupo no presentó dificultad 
para disminuir a la mitad los lados de una figura dada.

El cuestionario final también reveló el alcance que tuvo la enseñanza expe-
rimental y, para profundizar en ella, fue necesario complementar con entrevistas 
efectuadas a tres alumnos.

Las entrevistas nos permitieron indagar sobre los aspectos que no fue posible 
apreciar con profundidad en el cuestionario final. Al respecto, destacamos las 
diferentes maneras como los alumnos abordaron las actividades vinculadas con 
las fracciones. Cada uno de los entrevistados mostró diferentes situaciones 
de pensamiento. Como ejemplos, citamos que Mayra incrementó su habilidad 
para manipular mentalmente las fracciones. En cambio, Karla A. presentó mayor 
facilidad en el manejo de pictogramas. Por su parte, Brandon Z. mostró una 
preferencia algorítmica en sus estrategias de resolución.

Esta investigación muestra que, coincidiendo con lo planteado por 
Freudenthal (1983), Streefland (1991, 1993) y Goffree (2000), se favoreció la 
consolidación de la noción de fracción y de algunos de sus significados (relación 
parte-todo, medida, cociente intuitivo y rudimentos de operador multiplicativo) 
en cuarto grado de educación primaria, a través de la resolución de situaciones 
problemáticas de la vida real, planteadas en el programa de enseñanza, en las 
que el niño reconstruyó mentalmente sus experiencias cotidianas en un ambiente 
de interacción donde prevalecieron actitudes lúdicas durante el desarrollo de la 
enseñanza experimental de las fracciones.
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Anexo 1 Resultados que obtuvieron los niños en la aplicación del cuestionario 
inicial y final

Núm. Nomb. / Cuestio. Inicial Ac. por alum. Final Ac. por alum.

1 Lisset
4

13

13

13

2 Lizbeth 
4

13

13

13

3 Andrea
6

13

13

13

4 Arlette
3

13

13

13

5 Mayra
8

13

12

13

6 Carla D.
5

13

12

13

7 Alejandro
7

13

12

13

8 Karla A.
4

13

12

13

9 Abigail 
2

13
11

13

10 Zitlally
1

13
11

13

11 Felipe
1

13
11

13

12 Daniela 
1

13
10

13
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Núm. Nomb. / Cuestio. Inicial Ac. por alum. Final Ac. por alum.

13 Ana K.
5

13

10

13

14 Gabriela
3

13

10

13

15 Aidé 
1

13
10

13

16 Brandon Z.
1

13
10

13

17 Ilse
1

13
9

13

18 Jennifer 
1

13
9

13

19 Jorge
1

13
9

13

20 Iván
4

13

9

13

21 Stephanie 
1

13
8

13

22 Brandon S.
1

13
8

13

23 Evelyn
1

13
7

13

24 Juan 
3

13

7

13

Anexo 1 Resultados que obtuvieron los niños en la aplicación del cuestionario 
inicial y final (continuación)

EM21-1_pp049-064.indd   57 4/13/09   12:47:29 PM



58	 Educación Matemática, vol. 21, núm. 1, abril de 2009

Enseñanza experimental de las fracciones en cuarto grado

Núm. Nomb. / Cuestio. Inicial Ac. por alum. Final Ac. por alum.

25 Luis
1

13
7

13

26 Nancy
1

13
6

13

27 Aldo 
1

13
6

13

28 Diana
2

13
5

13

29 Yaremi 
2

13
5

13

30 Ana I.
1

13
4

13

Nota: En la columna de los aciertos por alumno, la frecuencia está expresada en forma de razón, 
el numerador indica los aciertos obtenidos por cada niño y el denominador, el total de tareas 
que conforman los cuestionarios.

Anexo 1 Resultados que obtuvieron los niños en la aplicación del cuestionario 
inicial y final (continuación)
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La razón y la fracción: un vínculo difícil 
en las matemáticas escolares

Margarita Ramírez y David Block

Resumen: El papel de la noción de razón en las matemáticas de la escuela primaria, 
y sobre todo el de su vínculo con la noción de fracción, no están claramente defi-
nidos en el currículo, al menos en México, ni tampoco en la enseñanza en el aula. 
Compartimos el punto de vista que considera que una de las fuentes de estas dificul-
tades radica en la génesis de estas nociones, así como en la de su enseñanza. En 
la primera parte del texto presentamos aspectos importantes de estas génesis, en la 
segunda parte destacamos algunas de las numerosas dificultades que se suscitan 
en torno al vínculo razón-fracción en las clases impartidas por un maestro de sexto 
grado de primaria. Consideramos que este análisis constituye un aporte a la com-
prensión de la problemática de la enseñanza de la proporcionalidad.

Palabras clave: razón, números racionales, proporcionalidad.

Ratio and fraction: A difficult link in school mathematics
Abstract: The role of the notion of ratio in the primary school mathematics, especially 
that of its link with the notion of fraction, are not clearly defined in the curriculum, 
at least in Mexican’s one, nor in classroom teaching. We share the point of view that 
attributes these difficulties mostly to the genesis of these notions, as well as to that of 
its teaching. In the first part of the text we present some relevant aspects of these 
geneses. In the second part, we stand out some of the various difficulties provoked by 
the link between ratio and fraction in the classes given by a teacher of sixth degree 
of primary school. We think that this analysis reaches to the comprehension of the 
problematic of proportionality teaching.

Keywords: ratio, rational numbers, proportionality.

Résumé: Le rôle de la notion de rapport dans les mathématiques de l’école primaire, 
et surtout celui de son lien avec la notion de fraction, ne sont pas clairement défi-
nis dans le curriculum, au moins au Mexique, ni non plus dans l’enseignement en 
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classe. Nous partageons le point de vue qui attribue ces difficultés, dans une bonne 
mesure, à la genèse de ces notions ainsi qu’à celle de son enseignement. Dans la 
première partie du texte nous présentons des aspects éminents de ces genèses, dans 
la deuxième partie nous détachons certaines des nombreuses difficultés qui ont lieu 
autour du lien rapport-fraction dans les classes conduites par un maître du sixième 
degré de l´école primaire. Nous considérons que cette analyse contribue à la compré-
hension de la problématique de l’enseignement de la proportionnalité.

Mots clés: rapport, nombres rationnels, proportionnalité.

Introducción: el problema

La relación entre las nociones de razón y fracción en las matemáticas escolares es 
sutil, versátil y también confusa: las razones se suelen definir como fracciones, lo que 
lleva a preguntar, por ejemplo, ¿para qué queremos las razones si ya tenemos las 
fracciones?, ¿qué se gana con decir m es a n en lugar de m/n? o, recíprocamente, 
¿qué aporta saber que a la razón “m es a n” corresponde el número m/n?

En el ámbito de la investigación, la noción de razón ha sido objeto de estudio 
independientemente de su vinculación con la fracción: en el contexto de la pro-
porcionalidad, como relación que se expresa mediante dos cantidades (n a m; n 
de m, n por cada m, etc.), por ejemplo; desde la perspectiva del desarrollo concep-
tual (Noelthing, 1980; Karplus et al., 1983), fenomenológica (Freudenthal, 1983; 
Streefland, 1985) y desde la didáctica (Block, 2006a), entre otras. En los estudios 
sobre la enseñanza y el aprendizaje de los números racionales, las razones son 
tematizadas como uno de los significados (o constructos) posibles de las fracciones 
(i.e, Kieren, 1988). El interés se pone directamente en la fracción (y sus distintos 
significados) y no en lo que la precedió, es decir, las razones aún no expresadas con 
fracciones. Uno de los trabajos que abordan la cuestión de la articulación de las 
razones con las fracciones es el de G. Brousseau (1981) sobre una génesis escolar 
de las fracciones y los decimales, en el que las razones desempeñan un papel 
implícito como precursoras de las fracciones. Este papel se retoma y analiza explí-
citamente en diversas situaciones en el estudio de Block (2001, 2006c). En todos 
los casos, el interés de la noción de razón para el aprendizaje de las matemáticas 
parece ocurrir, sobre todo, antes de que ésta se exprese con una fracción o bien 
independientemente de la fracción.1

1 Sobre el papel de las razones como precursoras de las fracciones, se recomienda tam-
bién el texto de Nicolás Rouche (1992) acerca del sentido de la medida.
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En el currículum y en los libros de texto, referentes básicos para el trabajo de 
los maestros, las respuestas a estas cuestiones han ido cambiando de manera 
importante a lo largo del tiempo y, en particular, en los últimos 50 años, como 
veremos más adelante. Actualmente, al menos en el caso del currículum mexica-
no, las respuestas no son suficientemente claras.2 Los aportes de los trabajos de 
investigación aún no cristalizan en alternativas explícitas y estables.

Lo anterior permite anticipar que en el aula, último eslabón de la cadena de 
la transposición didáctica, habría cierta diversidad de respuestas, y probablemente 
también cierta confusión. El propósito del presente artículo es dar cuenta de 
estas dificultades. No pretendemos aportar respuestas a las preguntas que plan-
teamos anteriormente, sino poner sobre la mesa pruebas, esta vez desde el trata-
miento de los conocimientos en el aula, de que la relación entre las nociones de 
razón y fracción no está satisfactoriamente resuelta en las matemáticas escolares 
y, por tanto, requiere un considerable esfuerzo de reorganización curricular.

El trabajo forma parte de un estudio más amplio (Ramírez, 2004) en el que 
se analizan las formas sucesivas que asume la proporcionalidad en las reformas 
curriculares que se llevaron a cabo en México durante el siglo pasado, incluida la 
de 1993 todavía vigente, y se analiza la manera en la que un maestro desarrolla 
este tema en el aula: las situaciones que se ponen en juego, los recortes que se 
hacen sobre el contenido, los conceptos que se privilegian, las técnicas que 
se introducen y las nociones del currículo con las que se articula. En dicho estu-
dio se llevó a cabo un seguimiento en el aula de una secuencia sobre este tema 
desarrollada por un profesor a lo largo de un ciclo escolar. Entre los aspectos que 
fueron identificados y analizados, expondremos en este texto el de la vinculación 
conflictiva entre las nociones de fracción y razón. Consideramos que la historia 
particular de la noción de razón y la de su enseñanza, de la que hablaremos en 
un primer momento, explican en parte las dificultades que encontramos en el 
salón de clases. Por otro lado, nos parece que conocer las dificultades concretas 
que nos deja ver el profesor observado, en su tenaz esfuerzo por organizar la 
enseñanza de este tema, contribuye a la comprensión de la problemática que 
se enfrenta en la enseñanza escolar.

2 Por ejemplo, en el programa de quinto grado de educación primaria, aparece un conte-
nido aislado, enigmático, sin antecedentes ni consecuentes, que dice: “la fracción como razón”. 
En sexto grado no se menciona más la razón en el programa, pero en los libros de texto, bajo el 
tema de relaciones proporcionales, aparece un amplio trabajo sobre la noción de razón entre 
dos cantidades, en gran parte implícito.
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Breve mirada al pasado

En los textos clásicos sobre razones y proporciones, las nociones de razón y 
fracción pierden sus diferencias históricas para identificarse una con la otra, por 
ejemplo, Leyssenne (1913, p. 169, citado por Chevallard y Jullien, 1989, p. 124), 
señala que “una fracción puede ser considerada como una razón” y que “las 
razones desempeñan todas las propiedades de las fracciones, y todas las opera-
ciones de cálculo se ejecutan tanto en unas como en otras”.

Por otra parte, en numerosos libros de texto actuales, las razones se identifican 
con las fracciones, ya sea por definición o dándolo por hecho, sin que medie un 
trabajo de articulación. Por ejemplo, en la Aritmética de A. Baldor (1995, pp. 238, 
496) dice: “como la razón geométrica, o cociente de dos cantidades, no es más 
que una división indicada o un quebrado, las propiedades de las razones geomé-
tricas serán las propiedades de los quebrados”.

Esta identidad es resultado de dos historias que se entrecruzan, la de las 
matemáticas y la de su enseñanza. En la esfera de las matemáticas, las razones 
parecen haber sido primigenias: permitieron expresar, en las antiguas matemá-
ticas griegas, relaciones entre números no múltiplos cuando únicamente los 
naturales eran reconocidos como números; permitieron dar cuenta, desde enton-
ces, de relaciones entre magnitudes inconmensurables que mucho después se 
expresaron con números irracionales, por ejemplo, la identificación de que la 
razón entre el lado de un cuadrado y su diagonal es constante (Smith, 1958; 
Collette, 1998; Comin, 2000).3 Así, las razones representaron, más de una vez, un 

3 “No se puede fijar con exactitud la fecha en la que surge la teoría griega de las propor-
ciones, anterior al descubrimiento de la inconmensurabilidad de las líneas correspondientes 
a cantidades irracionales, pero su origen se remonta ciertamente a la época de los pitagóricos. 
Esta teoría numérica de las proporciones, que comienza con Pitágoras, era aplicable única-
mente a magnitudes conmensurables […] esta teoría de las proporciones será sustituida por 
la de Eudoxo para evitar la dificultad debida a los irracionales […] El tratamiento de las mag-
nitudes inconmensurables constituyó uno de los grandes triunfos de la matemática griega. El 
descubrimiento de estas cantidades irracionales se atribuye a los pitagóricos. Probablemente, 
se dieron cuenta de que no era posible medir la diagonal de un cuadrado con su lado” (Jean-
Paul Collette, 1998, pp. 77-78).

“Los elementos de Euclides tratan separadamente la aritmética y las magnitudes, no sólo 
por tradición, sino también porque las razones de magnitudes inconmensurables no son 
reconocidas como números” (Comin, 2000, p. 38, anexos de la parte 2). “…Hasta el siglo xvi, 
las razones de magnitudes inconmensurables no tenían el estatuto de objetos matemáticos 
independientes de las magnitudes físicas. Los matemáticos no los consideraban como núme-
ros susceptibles de sumar o multiplicar. Se habla de números obscuros, sordos, inexplicables, 
absurdos” (Comin, 2000, p. 44, anexos de la parte 2).
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papel en la historia para permitir explorar una estructura numérica antes de que 
ésta se estableciera formalmente. Sin embargo, en la actualidad, cuando ya se 
dispone de los números reales y del álgebra, es probable que, en la esfera de las 
matemáticas académicas, las razones ya no cumplan ningún papel (Bosch, 1994; 
Chevallard y Jullien, 1989; Comin, 2002; Block, 2001).

En la esfera de las matemáticas, a partir del siglo xviii, la noción de razón 
de números perderá interés y será abandonada. Chevallard y Jullien (1989) 
señalan dos protagonistas de este cambio: los practicantes del cálculo de la 
Italia de los siglos xv y xvi, y el trabajo de teorización que requerían dichas 
prácticas y que permitió que el álgebra de los árabes se introdujera lentamen-
te en la matemática europea; no así la razón entre magnitudes que permitiría 
dar cuenta de los irracionales hasta finales del siglo xix (Block, 2001, p. 42).

Por otra parte, al mismo tiempo que el álgebra desplazaba a las nociones de 
razón y proporción en la esfera de las matemáticas académicas, en la segunda 
mitad del siglo xviii, se creaba en la esfera de la enseñanza una teoría de las 
razones y las proporciones que se convertiría en un componente fundamental de 
los manuales de aritmética elaborados para la enseñanza. Dicha teoría no sólo 
ofrecía herramientas para abordar el vasto campo de problemas sobre proporcio-
nes, sino también, a través de las razones, un vehículo para introducir cálculos 
con irracionales (Chevallard y Jullien, 1989; Bosch, 1994).

Desde entonces y hasta mediados del siglo xx, las razones y las fracciones 
convivieron en la teoría de las razones y las proporciones, con un predominio 
creciente de las fracciones, pero sin que dicha teoría perdiera su identidad. Si bien 
las razones se definieron como fracciones, para la enseñanza se conservó toda una 
tecnología propia para tratar problemas de proporcionalidad directa e inversa.4

No fue sino hasta la segunda mitad del siglo xx cuando las orientaciones 
modernizadoras de las “nuevas matemáticas” llevaron, en varios países, a supri-
mir del currículo escolar el capítulo destinado a las razones y las proporciones, 
junto con muchas de las aplicaciones de dicha teoría. Se esperaba reemplazar 
una teoría ya obsoleta —para los matemáticos—, por herramientas algebraicas 
modernas (número racional, función). Sin embargo, tal sustitución acabó siendo 

4 En esta historia, el orden genético en el que las razones preceden a las fracciones 
resultará invertido: en la enseñanza, las razones se estudian una vez que ya se cuenta con 
las fracciones (Chevallard y Jullien, 1989). Véase también el excelente análisis de Marianna 
Bosch (1994).
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muy parcial por más de un motivo: no se conocían (y quizás aún no se conocen) 
maneras adecuadas de introducir tempranamente herramientas algebraicas en la 
enseñanza,5 los problemas de proporcionalidad llamados “concretos”, esto es, pro-
blemas sobre magnitudes, siguieron siendo considerados importantes, pero las 
herramientas algebraicas resultaron poco adaptadas para resolverlos (Comin, 2002; 
Block, 2001).

En México, se dejó sentir la influencia modernizadora y la teoría de las razo-
nes y las proporciones como tal desapareció del currículo en la reforma de la 
década de 1970; en su lugar se empezó a hablar de dependencias funcionales, 
factor de escala, factor de proporcionalidad y tablas de variación. El manejo 
de un nuevo lenguaje no impidió continuar hablando de razones, aunque este 
concepto quedó aislado y con una articulación incierta con otros, por ejemplo, con 
las fracciones.

A partir de la década de 1980, el tema de la proporcionalidad tendió a reapa-
recer en los programas de los que había desaparecido, como en el nuestro, o en el 
de Francia, pero no como existió en la vieja teoría de las razones y las proporciones, 
sino que fue permeable a elementos procedentes de teorías más modernas, la de 
las fracciones y la de las funciones, de manera que, actualmente, las nociones de 
razón y fracción se confunden, y la noción de relación proporcional y la de fun-
ción se intentan articular, no siempre con suficiente claridad. El mismo lenguaje 
de las proporciones refleja estos mestizajes, a menudo opacando o confundiendo 

5 “La comparación de los marcos, aritmético de la proporcionalidad y algebraico de la 
linealidad, muestra que el álgebra moderna no tiene en cuenta el estudio de las magnitu-
des. Recíprocamente, el acercamiento de los conocimientos matemáticos elementales con la 
proporcionalidad de las magnitudes hace difícil cualquier otro acercamiento con el álgebra 
moderna, pues, así como se conoce, no deja lugar:

•	 al razonamiento aritmético elemental que es reemplazado por el cálculo algebraico;
•	 a las magnitudes que no pueden figurar en las estructuras algebraicas actuales;
•	 a la teoría de las razones y proporciones que se ha vuelto caduca por el cálculo alge-

braico;
•	 a la proporcionalidad, que es reemplazada por la función lineal” (Comin, 2002, p. 172).
“La idea de utilizar las estructuras algebraicas para describir las relaciones entre magnitu-

des buscaría hacer aparecer a la proporcionalidad como una simple ilustración de la función 
lineal […] Los disfuncionamientos observados tienen como origen:

•	 la desaparición en la enseñanza del estudio de las magnitudes, las razones y las pro-
porciones;

•	 la dificultad de formular problemas antiguos en términos de problemas nuevos del 
álgebra;

•	 la imposibilidad de rechazar la linealidad que está omnipresente en la enseñanza;
•	 la inadaptación del vocabulario de la proporcionalidad para describir las relaciones 

numéricas” (Comin, 2001, p. 29).
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los sentidos de las nociones: se habla de razón o de fracción, la razón se anota

usando los dos puntos (a:b) o la notación de fracción 
a

b
, y se sigue hablando

de “medios y extremos”, aunque se use la notación fraccionaria en la que ya no hay 
ni medios ni extremos; se habla incluso de operador o de coeficiente de proporcio-
nalidad y de razones escalares, creando así términos compuestos con elementos de 
teorías distintas. Puede decirse que, en la actualidad, el tema de la proporcionalidad 
se encuentra desdibujado en el currículo.

Razones y fracciones en el aula

Frente a los cambios mencionados en las propuestas curriculares y ante el “des-
dibujamiento” consecuente del tema de la proporcionalidad, nos preguntamos: 
¿qué se entiende hoy día por proporcionalidad?, ¿qué se enseña sobre este tema 
y con cuál propósito?, ¿qué dificultades se enfrentan?

Para abordar estas cuestiones hemos utilizado distintos recursos: análisis del 
currículo (Ramírez, 2004; Block 2006a), aplicación de cuestionarios a maestros 
(Block, 2006b) y observación directa de secuencias didácticas en el aula. Los re-
sultados que presentamos a continuación, como ya dijimos, se centran en la pro-
blemática de la vinculación razón-fracción identificada en el análisis de registros 
de clase.

Metodología

Observamos una secuencia de 12 clases comunes, es decir, no experimentales, 
con una duración de 90 a 120 minutos cada una, en un grupo de sexto grado de 
una escuela pública urbana del D.F. El maestro es reconocido en la comunidad 
escolar como buen maestro; ha trabajado en la escuela primaria durante 18 años, 
de los cuales 10 han sido en sexto grado. Su formación es la normal básica (del 
plan de cuatro años) y la licenciatura de la Universidad Pedagógica Nacional (upn).

Los registros de clase se elaboraron con el apoyo de grabadora, lápiz y papel, 
procurando hacer descripciones muy detalladas del desarrollo de cada clase. Se 
consideraron las interacciones verbales entre maestro y alumnos y entre los pro-
pios alumnos en el seno de los equipos observados, las producciones públicas 
de los alumnos (las que fueron expuestas a toda la clase) y también algunas pro-
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ducciones privadas de los equipos que fueron observados. Se revisaron con 
frecuencia los cuadernos de los niños para tener una idea del trabajo realizado 
en las clases no observadas.

El análisis se centró en la secuencia de situaciones didácticas organizada 
por el profesor, particularmente en la manera en la que éstas ponen en juego y 
articulan los conocimientos matemáticos. Se observó el trabajo de los alumnos 
y se registró, pues constituye un referente fundamental para el maestro y, por lo 
tanto, conocerlo ayuda a comprender las decisiones tomadas por él.

El análisis de los registros se orientó por las preguntas generales que se plan-
tearon al inicio de este apartado (i.e. ¿qué elementos del universo de la propor-
cionalidad aparecen y cómo aparecen?), elaboradas a partir de un estudio previo, 
matemático y didáctico, sobre la proporcionalidad y su enseñanza con el auxilio de 
herramientas de la teoría de las situaciones didácticas y de la teoría antropológica 
de lo didáctico.

Para interpretar y explicar lo que ocurre en el aula y para dar prioridad a la 
reconstrucción de la práctica en sí misma, destacando las propias interpretacio-
nes y decisiones que el maestro toma antes, durante y después de la clase, se 
consideró también, de manera paralela, una forma de análisis de los datos empí-
ricos, tributaria, en cierta medida, del acercamiento etnográfico: la descripción 
densa de la clase, la creación de algunas categorías a partir del análisis de lo 
observado (por ejemplo, “la organización de una secuencia en la que lo explícito 
precede a lo implícito”), la descripción acompañada de un trabajo teórico para 
explicitar las categorías elaboradas y el retorno a las propias clases.

Una vez analizados, los registros se integraron en cinco apartados que dan 
cuenta del trabajo del maestro con distintas nociones que configuran el campo 
de la proporcionalidad: 1) la comparación aditiva y la multiplicativa: cuando lo 
explícito precede a lo implícito; 2) la introducción perturbadora de la fracción 
como definición de la noción de razón; 3) el porcentaje: lugar de encuentro y 
desencuentro de nociones, significados y ostensivos; 4) la puesta en marcha de 
una técnica, la regla de tres; 5) las tablas de variación proporcional: un espa-
cio aislado de convergencia entre lo que espera el maestro y lo que hacen los 
alumnos.
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Aspectos sobre la razón y la fracción derivados 
del análisis de los registros de clase

Para el desarrollo de las clases, el maestro decidió utilizar como principal referencia 
una propuesta didáctica que había sido elaborada un poco antes de la reforma 
curricular de 1993,6 la cual, distanciándose del énfasis que se puso en la variación 
funcional en los materiales de la década de 1970, hace explícitas nuevamente las 
nociones de razón y proporción.7 Si bien esta propuesta no se trasladó tal cual al 
aula, sí tuvo una fuerte influencia en las decisiones del maestro durante la clase, 
al retomar tanto la secuencia en general como algunas actividades específicas.

En la secuencia desarrollada a lo largo de 12 clases, el maestro enunció de ma-
nera explícita, clase por clase, los siguientes temas: comparación, razón, problemas 
(razón y fracción), dibujos a escala, porcentaje, porcentaje y ejercicios con razones, 
tablas de variación, tablas de variación y razón, variación proporcional y productos 
cruzados, regla de tres y, finalmente, regla de tres y variación directa e inversa.

Las fracciones estuvieron presentes prácticamente a lo largo de toda la secuen-
cia de enseñanza de la proporcionalidad; iniciaron su incursión en situaciones de 
comparación en la primera clase y adquirieron una fuerte presencia en el momen-
to de trabajar explícitamente con razones, escala y porcentajes. También estuvieron 
presentes al estudiar las tablas de variación y la regla de tres.

En la secuencia de clases observadas, se identificaron dos maneras de existir 
de la noción de razón, por un lado, funcionamiento implícito en los procedi-
mientos de resolución de los estudiantes y, por otro lado, definición explícita, por 
el profesor, como fracción, situación que dio lugar a ciertas dificultades.

Presentamos a continuación tres de los aspectos de la relación razón-fracción 
identificados a lo largo de toda la secuencia.8 Dada la necesidad de limitar la 
extensión del texto, no analizaremos por separado la propuesta consultada por 

6 La propuesta aparece en O. Figueras et al. (1992).
7 La propuesta incluye diversas actividades, cada una con ejemplos y casos específicos, 

organizadas en los siguientes apartados: 1) Comparar cantidades de diferentes maneras; 
2) Noción de razón y equivalencia; 3) La razón como un número; 4) Nociones de escala y su 
razón; 5) Noción de porcentaje; 6) Conexión entre fracción, razón y porcentaje; 7) Ejercicios 
para profundizar en el concepto de razón; 8) Diferentes tipos de variación; 9) Variación pro-
porcional y sus propiedades multiplicativas; 10) El problema aditivo; 11) Técnicas pre-propor-
cionales; 12) Problemas razonables; 13) Técnicas proporcionales; 14) Problemas razonables 
(en el mismo sentido de 12); 15) Proporcionalidad inversa.

8 En los registros de clase consideramos las siguientes abreviaturas: Aa (alumna), Ao 
(alumno), Mo (maestro).
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el profesor ni, por lo tanto, las adaptaciones que él le imprime. Analizaremos 
directamente la secuencia producida, la cual constituye una realización del 
profesor que integra, modificándolos, distintos elementos de la propuesta men-
cionada.9

Efectos de la definición de las razones como fracciones

La razón “6 a 30”, con el sentido de “5 veces”, se convierte en 
1

5
.

En una de las primeras clases, el maestro planteó un problema de escala 
para introducir la noción de razón; consistió en que los alumnos calcularan la 
medida de la amplificación, basándose en el primer resultado que proporcionó 
el maestro.

Dibujo Amplificación Razón Fracción

altura del árbol 6 cm 30 cm 6 a 30
6

30

1

5

altura de la 
casa

4 cm

altura del letrero 3 cm

Los datos destacados en negritas son los que el maestro proporciona inicialmente para resolver 
el problema.

Varios alumnos logran calcular correctamente las medidas, identificando y 
aplicando el factor constante (por 5). Otros proceden de manera aditiva, suman-
do a la cantidad inicial la diferencia entre 6 y 30, es decir, 24. El maestro recu-
pera la respuesta correcta y llama “razón” a la relación entre 6 y 30, la cual lee 
como “6 a 30”. Los alumnos escriben las razones 6 a 30, 4 a 20 y 3 a 15, y se les 
hace observar que son equivalentes, porque en todas ellas el segundo término 
es 5 veces el primero. El maestro retoma una de las razones, “3 a 15”, la escribe

9 En D. Block et al. (2007), se profundiza acerca de los factores que favorecen o dificultan 
la apropiación de una propuesta curricular y los procesos que subyacen en los cambios en las 
prácticas de enseñanza de las matemáticas.
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como fracción, 
3

15  y le pide a una alumna que le diga “qué es” esta expresión.

La alumna contesta que se trata de “una fracción…” A partir de esta intervención, 
el maestro introduce el tratamiento de las razones como fracciones:

Mo: [dicta] Las razones también se pueden escribir como fracciones comunes […]

Después de simplificar las expresiones 6

30
, 4

20
 y 3

15
, el maestro retoma la

razón y destaca que ésta es 1 a 5, escrita como 1

5
 y que se lee “uno sobre

cinco”:

Mo: […] Vamos a usar los más pequeños [se refiere a la simplificación] en 
realidad, la razón de los 3 dibujos […] la razón es de 1 a 5 [señala los 
tres resultados] […]

Mo: O sea, 1 cm en este dibujo van a ser 5 en la ampliación; […] Todos nos 
salieron, los tres resultados lo mismo 1 sobre 5 o 1 a 5. Lo vamos a ence-
rrar así en rojo por favor… le escribimos: [el maestro dicta] Quiere decir 
que 1 cm en el dibujo va a ser 5 cm en la ampliación.

Con estas consideraciones, 6 a 30 equivale a 6 sobre 30, y también a 1

5
.

Teniendo en cuenta la actividad de origen —se multiplicaron las medidas por 5— 
las expresiones anteriores también tienen el sentido de 5 veces. Probablemente 
fue la interpretación particular de las razones como fracciones lo que llevó al

maestro a invertir las razones en juego en este problema: de “cinco veces” a 1

5
 y,

en otro caso, pasan de “dos veces” a 
1

2
, dejando ver que, para el profesor, “cinco”

o “dos” no pueden ser razones, quizá porque esos números, al ser enteros, no 
son considerados fracciones. Esta situación fue frecuente; con mucha facilidad se 
cambió una expresión por su inversa, sobre todo en situaciones de escala.

Las razones se escriben como fracciones pero no se leen como tales.

Veamos algunas implicaciones de este vínculo de las razones con las frac- 
ciones. El maestro anuncia un tratamiento de las razones “como si fueran fraccio-
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nes”, pero sólo a nivel de escritura; en el problema de la amplificación de un 
dibujo que hemos citado anteriormente, cuando una alumna dice que la razón 
6 a 30 es seis treintavos, el maestro aclara que se escribe como fracción, pero 
no se lee como tal:

Mo: Bueno, no la vamos a leer ahorita como fracción, pero sí la vamos a escribir

así… 6 a 30 la puedo escribir así 6 a 30 [escribe 
6

30
] ¿cuál es la razón de

la altura de la casa del dibujo a la ampliación? [se refiere a la amplificación 
de 4 a 20.]

Ao: […] cuatro veinteavos.
Mo: No, no, no, no, que me des la razón, la razón, la razón, no la fracción, 

la razón…

Los alumnos continúan con la lectura de la notación 
a

b
 como una fracción;

el maestro insiste en que quiere la razón y para ello introduce una nueva forma 
para nombrar la fracción, usando el término sobre. En lugar de decir 4 veinteavos, 
van a decir “4 sobre 20”.

Mo: Y aquí en el dibujo eran 4 y después 20… escrito en fracción común, 
Janeth, ¿cómo va?

Aa: Cuatro veinteavos.
Mo: A ver, no le vamos a llamar ahorita, bueno, sí le podemos llamar así, pero 

podemos decir 6 sobre 30, sobre, a ver…

Los alumnos leen las otras expresiones, 
4

20
 como “4 sobre 20” y 

3

15
 como

“3 sobre 15”. Esta manera de expresar la razón se identifica con una noción que los 
alumnos ya conocen, la fracción, pero que usan en otro contexto, como partes 
de una unidad.

Probablemente porque el maestro conoce el significado de las fracciones 
1

5
,

1

2
, como partes de unidad (un entero, partido en 5, o en 2, del que se toma una

parte), no le parece correcto nombrar como “un quinto” a una relación que quin-
tuplica o como “la mitad a una que duplica” y opta por otra manera de oralizar 
las fracciones-razones (1 sobre 5 o 1 a 5).
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Las fracciones sustraen el sentido pero proporcionan la técnica.

Las fracciones se utilizan como un medio que posibilita el uso de algunas de

sus propiedades, tales como la representación 
a

b
 y la simplificación. Trasladados

al dominio de las fracciones, el maestro propone usar las herramientas que están 
asociadas a ellas: ahora se tratará de simplificar las fracciones o las razones:

Mo: […] Bueno, ayer ustedes simplificaron fracciones, entonces me van a sim-

plificar estas fracciones [se refiere a 
6

30
, 

4

20
 y 

3

15
]… Me van a simplificar

estas razones a lo más pequeño que se pueda, por favor…

Las razones, ahora fracciones, se manipulan con la técnica de éstas. Los alumnos

simplifican y observan que en todos los casos les quedó igual: 
1

5
.

En otra sesión, se plantea un ejercicio de “simplificación”. La consigna es: reduce 
lo más posible las siguientes razones. El maestro aclara que reducir es lo mismo 
que simplificar. En sustitución del signo de igualdad (=), introduce el signo de equi-
valencia (@) y aclara que equivalente a también quiere decir “que simplifiquen”.10

Maestro y alumnos simplifican: 
10

15

2

3
.

La equivalencia se establece en dos direcciones: una entre fracciones, 10

quinceavos es equivalente a dos tercios, y otra entre las fracciones 
10

15
 y 

2

3
 con las

razones 10 de cada 15 y 2 de cada 3.

Mo: Diez quinceavos es equivalente a dos tercios… valen lo mismo… [es lo 
mismo que] tomar 10 de cada 15…

Mo. Aos: (algunos) que dos de cada tres.

El paso de 
10

15
 a 

2

3
 significa ir de una razón a otra equivalente en cuyo trán-

sito intervienen, a nivel de lenguaje, las fracciones. La consigna se complementa 

10 El uso frecuente que se da a la equivalencia en situaciones de simplificación termina 
determinando una definición particular para esta noción.
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con la petición de simplificar bien y rápido. El maestro continúa con el ejercicio, 
dicta fracciones, los alumnos escriben y simplifican en el pizarrón. En esta tarea, 
la atención se centra en las dificultades para simplificar: el maestro pone énfasis 
en las técnicas de simplificación, tales como quitar los ceros del numerador y 
del denominador, el uso de una tabla de multiplicar para obtener rápidamente 
el resultado o aplicar la misma operación, división o multiplicación, en el nume-
rador y el denominador. Después de simplificar las razones, los alumnos no 
leen el resultado, así que no se puede saber si tienen presente la consigna de 
simplificar razones o si están aplicando una técnica sin tener en mente si son 
razones o fracciones.

Un ámbito en el que las fracciones logran integrarse un poco: 
las relaciones parte-todo

Cuando la relación que subyace en los problemas planteados es entre un todo y 
una de sus partes, las dificultades anteriores no se presentan porque, en primer 
lugar, las razones en juego ahora sí son fraccionarias. Además, en este tipo de 
relación, las fracciones tienen un significado cercano al de “partes de unidad”, 
más conocido por los alumnos,11 y, finalmente, las fracciones son unitarias. A 
continuación se analiza el desarrollo de la resolución de dos problemas y de un 
conjunto de ejercicios con estas características, planteados en la tercera clase.

Mo: En un examen de 10 preguntas, Jorge contestó sólo 5. La razón de res-
puesta correcta es 1 de cada ________ preguntas […] ¿Qué fracción contestó 
correctamente?

La relación en juego es parte-todo. En el problema se pregunta directamente 
por una razón expresada como “1 por cada x”. La relación es muy sencilla, lo 
que permite a la mayoría de los alumnos encontrar la respuesta: “una pregunta 
de cada dos”. Algunos se apoyan en gráficos para dar la respuesta:

11 Una fracción, por ejemplo, 3

4
, definida como “partes de unidad”, expresa la medida de

una porción de la unidad en función de la unidad: aquélla que se obtiene partiendo la unidad

en cuatro partes y tomando tres. La fracción 3

4
 también expresa, entonces, la relación entre el

todo y la parte, aunque este segundo sentido, el de relación, queda implícito y subordinado al 
uso de la fracción para expresar una medida.
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Ao: […] contestó 5. [En el cuaderno tenían lo siguiente:]

Aunque no para todos está claro lo que significa “uno de cada dos”, por ejemplo:

Ao: Que de dos preguntas sacó una buena, de 3 sacó dos, de 4 sacó 3 y de 
5 sacó 4… [Escribió en el pizarrón lo siguiente:]

2 – 1
3 – 2
4 – 3
5 – 4

En seguida, varios equipos contestan sin dificultad la segunda pregunta: ¿qué 
fracción contestó correctamente? El maestro concluye:

Mo: […] le ponemos un medio, que sería lo que tenemos acá de la razón, una 
de cada dos preguntas […]

Así, se establece la equivalencia entre las relaciones 5 de 10, 1 de cada 2 y 
la expresión “un medio”.

Cabe destacar que el maestro preguntó por la fracción después de que los 
alumnos ya habían identificado la razón simplificada (1 de cada 2), a través de 
preguntar qué parte de las preguntas son las que están bien contestadas y no, como 
en los ejercicios de escala, mediante un proceso de simplificación de fracciones. 
La fracción se introduce para cuantificar una parte en relación con el todo. Al 
realizarse esta vinculación, puede decirse incluso que se podría ampliar el sentido

conocido de la fracción: 
n

1
 significa normalmente para los alumnos dividir el

entero en n partes iguales y tomar una de estas partes y, ahora, a través de este 
vínculo, puede significar también “tomar 1 de cada n”. La fracción se presenta 
como una manera alternativa de describir un operador.

El maestro aprovecha la cercanía entre el funcionamiento de las fracciones 
“como razones” en este tipo de contexto (relaciones parte-todo) con el ya conocido 
de las fracciones como partes de unidad para hacer explícito que se trata de lo 
mismo, procurando ayudar a los alumnos a integrar conocimientos:
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Mo: Y esto, si lo echan a la memoria un poquito más atrás, esto es lo que 
les dijimos cuando empezamos a ver fracciones comunes, ¿sí?, tú [partes] 
tu pastel en 5 partes y tomas una, tomas una de las 5, esto es, ya ven 
que todo está relacionado, estamos regresando ahorita a lo primero que 
explicamos de fracciones, entonces una de cada 5, el equipo ganó la 
quinta parte […]

Se tocó aquí una veta en la que hay varias interconexiones entre nociones 
(razón, división, fracción), una diversidad de procedimientos (los ligados a las 
fracciones o a la división) y problemáticas más complejas por resolver, por ejem-
plo, la del caso en el que la fracción no es unitaria como en “se ganaron 14 de 
21 juegos”.

Sin embargo, la veta no se explota más: el trabajo de resolución de proble-
mas se termina aquí; lo que sigue es un paso hacia cierta mecanización de las 
relaciones, en donde los significados nuevamente parecen desvanecerse, como 
se muestra a continuación.

El maestro propone ejercicios para pasar de una notación a otra (razones 
a fracciones) y simplificar (razones). Primero se trata de escribir razones como 
fracciones:

Mo: […] Bien, me van a escribir ahora [anota en el pizarrón:] Convierte razones 
a fracciones. Es muy sencillo, lo que acabamos de hacer… [escribe:] 1 de

cada 2, ¿cómo convierto la fracción? [escribe 
1

2
] y lee “uno de cada dos”

[…] En tu equipo hay una niña de chamarra verde […] Son seis, y entonces 
eso… ésa es la razón y ahora convertida a fracción, pues quiere decir que 
de todo el entero, pues sólo hay un sexto que trae chamarra verde, ¿uno de 
cada cuántos de tu equipo?

Aa: Seis…
Mo: Son seis, y entonces, eso es la razón y ahora convertida a fracción pues 

quiere decir que de todo el entero, pues sólo hay un sexto que trae cha-
marra verde […]

Aa: [simultánemente a la explicación del profesor escribe en el pizarrón:]

1 de cada 6 ______ 
1

6
.

Después, se realiza el ejercicio inverso:
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Mo: Un quinto quiere decir uno de cada 5, ¿qué quiere decir 3 octavos?
Ao: 3 de cada 8.
Mo: Eso…
Ao: [Escribe frente a 

3

8
:] 3 de cada 8.

Los contextos ya no están presentes, se trata de números abstractos. Los

alumnos se van apropiando de una nueva manera de oralizar una fracción: 
3

8
 se

lee “tres octavos” y también “3 de cada 8”. El problema “fuerte” de expresar una 
relación entre dos cantidades en la forma de razón simplificada y en la forma de

fracción ya no se plantea aquí (por ejemplo, encontrar que 3 de 8 o 
3

8
 es la

razón simplificada que subyace en “15 juegos ganados de 40”). Cabe la duda de 
si permanecerá un sentido ampliado de las fracciones o sólo un nuevo ostensivo, 
una nueva manera de leer una fracción, en la que la barra horizontal se sustituye 
por la expresión “de cada”.

No obstante, es posible decir que en este tipo de situaciones, el de las rela-
ciones entre un todo y una de sus partes, la formulación de razones, su simpli-
ficación y su expresión mediante fracciones constituyeron tareas significativas 
para los alumnos, en el sentido de que éstos pudieron comprender lo que se 
preguntaba y poner en juego conocimientos adquiridos para tratar de contestar-
las. Las situaciones, además, se prestaron para estudiar distintos acercamientos 
a una misma problemática: mediante razones o mediante fracciones.

Dos planos paralelos: 
las razones externas (fraccionarias) se enseñan pero no se usan; 
las razones internas12 se usan pero no se enseñan

Durante la secuencia, el maestro planteó numerosos problemas de valor faltante 
y también de comparación de razones, con la expectativa de que los alumnos 

12 En el ámbito de la función lineal, la propiedad de la conservación de las razones inter-
nas se conoce como isomorfismo multiplicativo: f (n x) = n f (x), mientras que la propiedad 
de la constancia de la razón externa corresponde a la definición explícita de la función lineal: 
f (x) = kx.

En los estudios en educación matemática sobre el objeto proporcionalidad, se hace 
referencia a estos dos tipos de relación; la nomenclatura varía en función del ámbito del que
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continuaran aprendiendo a aplicar las nociones de razón y fracción que se 
introdujeron en las primeras clases. Se trata de relaciones entre magnitudes de 
distinta naturaleza (kilómetros-litros de gasolina; kilómetros-horas, entre otras). 
La familiaridad con los contextos, aunada al hecho de que las relaciones y las 
medidas en juego no implican fracciones, permitió a varios alumnos echar a andar 
recursos intuitivos, principalmente basados en la conservación de las razones 
internas. Pero, desde la consigna misma y, sobre todo, a lo largo de la resolución, 
el maestro volvió a centrar la atención en la expresión de las razones externas 
con fracciones y en su simplificación. Nuevamente, el sentido de las resoluciones 
resultó opacado por este paso por las fracciones; el trabajo terminó por ocurrir en 
dos planos, el que propusieron los alumnos, uso implícito de las razones internas, 
y el que propuso el maestro, uso explícito de la razón externa. A la larga, los planos 
se tocaron cuando el maestro recuperó lo que hacían los alumnos, o bien, cuando 
algunos alumnos lograron traducir sus resultados en términos de fracciones.

Un ejemplo:

Un auto gasta 3 litros de gasolina en 48 km.
La razón es de ________ km por litro 

La consigna sufre un desdoblamiento:13 empieza con la solicitud de la razón, 
después son dos razones, en seguida una fracción común y después una frac-
ción común equivalente.

Mientras los alumnos trabajaban, el maestro aclaró cuáles eran las dos razones 
que solicitaba:

se toma. Se hace referencia, por ejemplo, a la razón interna y externa (Freudenthal, 1980,  
pp. 293-295); a “within ratios” y “between ratios” (Noelthing, 1980; Karplus et al., 1983); a 
operador escalar y operador función (Vergnaud, 1995), entre otros.

En el presente trabajo, en una relación entre dos conjuntos de cantidades, llamamos razo-
nes internas a las relaciones que se establecen en el interior de cada conjunto; estas relaciones son 
entre cantidades de una misma magnitud, escalares; consideramos como razones externas 
a relaciones entre una cantidad de un conjunto y la que le corresponde en el otro conjunto, 
por ejemplo, entre distancia y tiempo. Estas últimas dan cuenta de una nueva magnitud, una 
magnitud cociente, la cual puede tener un nombre propio (por ejemplo, la velocidad) o no 
tenerlo (Ramírez, 2004, p. 59).

13 Llamamos efecto “desdoblamiento” al que sufre una consigna cuando, sobre la marcha, 
al planteamiento inicial se le incorporan otras peticiones, de tal manera que la tarea se hace 
más compleja. Este efecto fue frecuente en las clases observadas.
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Mo: Me escriben las dos razones, por favor.
Ao: ¿Cómo?
Mo: […] quiero que me lo escriban en fracción común, por favor las dos… 

equivalentes.
Ao: ¿Cómo?
Mo: Sí, fracción común equivalente […]
Mo: O sea, la razón de los 48 kilómetros y luego la otra razón, la que sacaron, 

la nueva [“la nueva” es la de km por litro].

Se trata de las razones “48 km por 3 litros” y “16 km por litro”. Pero, al 
mismo tiempo, el maestro solicita la expresión de dichas razones con fracciones

equivalentes, puede ser la “razón” 
1

3
, equivalente a 

48

16
, o la “razón” 

3

48
 equi-

valente a 
1

16
.

Si bien en la consigna se demanda explícitamente “una razón”, la redacción 
del problema permite comprender de qué se trata y qué es lo que hay que buscar: 
el número de kilómetros por litro. El problema puede resolverse mediante una 
simple división, la cual juega implícitamente como razón interna:

Varios alumnos resuelven el problema de esta manera, sin atender a las 
consignas adicionales.14 Algunos calculan la tercera parte de 48 km:

Ao: Son 3 litros en 48 km y nos dice cuántos km recorre por litro, dividiría-
mos entre 3 los 48 km en los que gasta los 3 litros y así ya sabríamos cuál 
es la tercera parte de lo que recorre y la gasolina que gasta.

14 Es decir, consideran la razón de las dos cantidades de litros —un litro es tres veces menos 
que 3 litros— y la razón de las dos cantidades de kilómetros —x km debe ser tres veces me- 
nos que 48 km—.

3 l 48 km

:3 :3

1 l x km
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Otros alumnos escriben:

razón 
48

3
; 16 km por litro.

Estos alumnos parecen haber resuelto como los anteriores, dividiendo entre 3 
(conservación de las razones internas), pero intentan satisfacer la petición de 
expresar algo con fracciones. Expresan, sin saberlo, la fracción que más se acerca a 
lo que ellos hicieron (48:3). Ésta no es, sin embargo, en la que el maestro piensa, 
como se verá a continuación.

Para finalizar la tarea, el maestro escribe un procedimiento en el que utiliza 
fracciones equivalentes:

Mo: Si tengo 48 km para 3 litros, pues 1 litro me sale 16… 16 km por litro

[escribe:] 
3

48

1

16
aquí está la fracción equivalente, vista desde acá para que no la vean 
como división por si se les dificulta, 1 por 3, 3; 16 por 3, 48, o de aquí 
para allá va a ser dividir 3 entre 3 a 1, 48 entre 3 a 16, pero allá andan 
con 12 [escribe en el pizarrón:]

1

16
 ¥ 3 =  3

48
 : 3 =  1

16	 ¥ 3 =	 : 3 = 	

La razón y el sentido que ésta tiene en el problema se diluyen. Resulta difícil 
conciliar los procedimientos que propone el maestro: el primero, 48:3 = 16 y el

segundo, el de las fracciones equivalentes 
3

48

1

16
 en donde 

1

16
 se interpreta

como la razón “16 km por litro”.15 La aplicación de la tecnología de las fracciones 

15 La fracción que representa 16 km por litro es la que utilizaron los alumnos, 
48

3
. La que

utiliza el maestro, 
1

16
, representa la fracción de litro por kilómetro. Nuevamente, el maestro

invierte la razón en juego probablemente debido a la exclusión de las razones naturales.

3 l 48 km

:3 :3

1 l 48:3 [tercera parte]
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elimina la relación con el contexto al dar prioridad a la relación numérica sobre 
la relación entre magnitudes.16

Volvemos a encontrar aquí la dualidad que ya hemos visto antes: uso implí-
cito y funcional de una noción, conservación de las razones internas en con-
traposición con una expresión escrita, explícita, la razón externa como fracción 
(invertida), la cual no se logra articular con lo primero.

Veamos, brevemente, otro ejemplo:

Mo: Un auto va a 60 km por hora. ¿Cuánto tarda en recorrer 120 km? 
¿Cuánto tarda en recorrer 30 km?

Mo: […] las preguntas están muy sencillas, pero me lo van a escribir o con una 
tabla o con fracciones equivalentes.

Mo: […] o como tres fracciones equivalentes [traza en el pizarrón:] ___ = ___ = ___

Se trata, en efecto, de un problema sencillo de valor faltante. Sin embargo, 
en las consignas adicionales se sugiere utilizar una tabla o tres fracciones equi-
valentes. También sobre la marcha el maestro les señala que las “razones son 
siempre dos cantidades”.

Cuatro de los cinco equipos plantearon una tabla en la que usaron razones 
internas:

3 equipos 1 equipo

km horas km horas

30
1

2
30

1

2

60 1 60 1

120 2 90 1 
1

2

120 2

16 En los procesos de resolución de problemas concretos (sobre magnitudes), en determi-
nado momento puede llegar a ser necesario desvincularse del contexto (más específicamente, 
de las magnitudes) para trabajar en el modelo numérico. Esto es frecuente cuando, por 
ejemplo, se utilizan herramientas algebraicas. El problema didáctico que subyace es: ¿en qué 
momentos y en qué condiciones deben llevarse a cabo estas separaciones del contexto de 
manera que no causen confusión a los estudiantes? Los abandonos súbitos de las magnitudes 
en los procesos de enseñanza de las matemáticas en la escuela suelen ser problemáticos.
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Un equipo usó fracciones equivalentes y halló la siguiente respuesta:

0

30

1

60

2

120

Tal vez los alumnos, al escribir 
0

30
 no pensaron en que la mitad de 1 es

cero, sino que trataron de encontrar una regularidad numérica (2 - 1 = 1 y 
1 - 1 = 0). Como se verá en el extracto siguiente, el maestro intenta mostrar

a los alumnos la falta de sentido al escribir 
0

30
. El maestro atribuye este error a

que los alumnos no saben escribir “un medio”.

Mo: ¿Cero? […] o sea, que para 30 km no hace nada de tiempo.
Mo: Pero dénse cuenta de qué mentira tan grande […] o sea, la mitad de un 

bolillo, ¿cero? ¿Se desapareció el bolillo con decir quiero la mitad? […] 
Lo que pasa es que ¿cómo pongo un medio? […] hay muchas formas de 
poner un medio, ¿cómo pudieron haberlo puesto?

Ao: Punto cinco.

Al retomar la respuesta del alumno que contestó “punto cinco”, el maestro 
hace intervenir las fracciones decimales y señala además que debieron usar lo 
que ya sabían:

Mo: […] debieron haber usado hasta lo que ya sabían de fracciones decimales 
[…] aunque se va a ver muy raro, lo puedo poner así:

	
1

2
		

0.5
	

	 ------	 o	 --------	
	 30		  30	

El interés del maestro por vincular razones con fracciones y por vincular al 
máximo los conocimientos enseñados entre sí puede llegar a producir escrituras 
que se alejan del contexto en el que los alumnos, con dificultad, tejen los senti-
dos de las nociones que aprenden.

Varios de los alumnos logran resolver los problemas apelando implícitamente 
a la conservación de razones internas, lo cual se traduce en multiplicar o dividir 
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ambos términos de las parejas de cantidades por números naturales. Para los 
que aún no logran esto, no se da la ocasión de aprender a hacerlo, ya que estos 
procedimientos no son el objeto principal de la enseñanza.

El maestro, por su parte, a la vez que respeta, y en ocasiones favorece el uso 
de razones internas, pide una traducción a fracciones y una resolución “simplifi-
cando las fracciones”. Dichas fracciones no expresan las razones que los alum-
nos utilizaron, las internas; expresan las razones externas, lo cual se hace más 
complejo por el hecho de que, además, las fracciones se invierten, la relación

de kilómetros por litro 
48

3
 se cambia a la fracción 

1

16
 que expresa la fracción de

litro por kilómetro. El resultado es la coexistencia de dos planos de resolución, 
el de los alumnos y el del maestro, los cuales apenas se tocan. Las fracciones 
viven en estas resoluciones como notaciones sin significado, cuya manipulación 
arroja, de manera velada, el mismo resultado que algunos alumnos obtienen por 
otros medios.

A lo largo de la secuencia, la atención se centró en el uso de fracciones para 
expresar y simplificar razones externas, dejando de lado el desarrollo de proce-
dimientos más intuitivos; sin embargo, las fracciones no lograron articularse con 
los procedimientos utilizados por los alumnos; quedaron como una segunda 
manera de decir las cosas.

Discusión

Se manifiestan varias problemáticas en el uso de las fracciones para expresar 
razones. Por una parte, la posibilidad de propiciar un desarrollo de procedi-
mientos para resolver la variedad de los problemas de proporcionalidad que el 
maestro acertadamente propone se ve limitada por el hecho de que el maestro 
enfoca poco los procedimientos realmente utilizados por sus alumnos y propi-
ciados por el tipo de problemas que él plantea, esto es, la conservación de las 
razones internas, o bien, en el caso del problema de la escala, la utilización de 
una razón externa natural no fraccionaria.

La introducción de las fracciones en el proceso de aprender a resolver 
problemas de proporcionalidad resultó problemática: en ciertos momentos, fue 
superficial, quedando como una manera más de nombrar las cosas, creándose 
con ello, en el nivel de representación simbólica, una identidad entre razón 
y fracción, pero con un significado poco claro para los alumnos. En otros 
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momentos, las fracciones prestaron la técnica de la simplificación para com-
probar que todas las razones en juego eran equivalentes, pero los alumnos 
no lograron articularlas con sus procedimientos, más bien, las fracciones ten-
dieron a restar visibilidad a estos últimos. A esta situación hay que agregar la 
presencia de una interpretación particular (errónea) de razón como fracción 
que excluye a los números naturales.

Así, la introducción de la fracciones como definición de las razones parece 
aportar al trabajo de la proporcionalidad una tecnología,17 la de las fracciones, 
cuya pertinencia pocas veces es clara, a la vez que suele despojar de sentido a los 
procedimientos desarrollados en la clase. El conflicto entre lo implícito funcional 
y lo explícito se presenta cuando este último no se construye a partir del primero, 
más bien lo niega, y no logra mostrar su funcionalidad.

Se identificó también un espacio en el que las dificultades anteriores no se 
manifestaron: cuando las relaciones en juego en los problemas fueron entre un 
todo y una de sus partes. En estos problemas, la razón externa sí fue una frac-
ción y además unitaria. Resultó más natural para los alumnos apelar a fracciones 
debido a la cercanía con la definición que ellos conocen de fracción (partes de 
la unidad). En estas actividades, pudimos ver el inicio de un trabajo que parecía 
llevar a un enriquecimiento del sentido de las fracciones: a/b, ya no sólo como 
una unidad que se parte en b partes de las que se toman a, sino también como 
expresión de la relación “a de cada b”. El episodio, sin embargo, no fue lo sufi-
cientemente amplio.

Debemos aclarar que, desde nuestro punto de vista, las fracciones y los 
decimales sí pueden constituir una expresión muy útil de las razones. Con esa 
expresión es como cobran su mayor operatividad en el sentido de facilidad para 
el cálculo. También con esa expresión permiten poner de manifiesto, con la 
mayor claridad, la idea de razón constante entre cantidades variables. Hemos 
argumentado este punto de vista en varios trabajos (Block, 2006 a y c). Lo que 
hemos intentado mostrar en este artículo es que dicha función de las fracciones 
y los decimales como expresiones de las razones no está resuelta desde el punto 
de vista didáctico.

No sólo son diversas y han ido cambiando a lo largo de los años las mane-
ras de enseñar la proporcionalidad y de articularla con otras nociones, también 
han cambiado los modos de definir el propio concepto de proporcionalidad y, 

17 En el sentido que tiene en la tad (Teoría Antropológica de lo Didáctico), de conjunto 
estructurado y fundamentado de técnicas.
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de hecho, hoy día no están dados en la cultura de manera unívoca y clara. La 
larga historia de la noción de proporcionalidad, su paso por varias épocas e 
instituciones, aunado al hecho de no pertenecer ya al corpus de saberes mate-
máticos actuales, origina, por una parte, la carencia de un marco claro que sirva 
de referencia para los maestros y los diseñadores de materiales curriculares y, 
por la otra, permite esperar cierta heterogeneidad en las prácticas concretas de la 
enseñanza.18 Consideramos que hay un importante trabajo de diseño curricular 
por hacer, tanto en la educación básica como en la formación de maestros.

Finalmente, resulta interesante cómo, ante la ausencia de una propuesta 
didáctica consolidada, los maestros hacen una selección, organización e interpre-
tación de un contenido integrando estos procesos huellas, indicios, de las distin-
tas maneras en las que un saber específico ha vivido en el currículo. Esta serie de 
elecciones se torna más compleja si consideramos la presencia de referentes que 
trascienden el espacio del aula, condiciones externas que inciden en la selección 
e interpretación de una propuesta curricular; en palabras de Chevallard (1994, 
p. 315), “la clase es un sistema abierto”, en donde no sólo se hace presente un 
saber, sino también las relaciones institucionales, de las cuales forman parte los 
programas y materiales de apoyo que se hacen llegar los docentes.

El análisis de la complejidad que subyace en el tratamiento actual de la pro-
porcionalidad debe contribuir también a explicar las dificultades que se observan 
en las clases, más allá de las decisiones que los maestros toman en su trabajo 
individual.

Si bien la propuesta curricular que eligió el maestro constituyó un marco de 
referencia importante, en la clase coexistieron sus interpretaciones personales con 
la recuperación textual de algunas sugerencias y las intervenciones de los alumnos; 
esta convergencia, en la que se hacen explícitos vacíos, superposiciones y paralelis-
mos en el proceso de enseñar y aprender, incide en la complejidad para identificar, 
caracterizar y explicar la multiplicidad de sentidos que se construyen en este espa-
cio llamado clase. El hecho de que los maestros tejan sus clases con el hilo de las 
ideas disponibles, heredadas o compartidas acerca de los objetos de enseñanza, 
no significa que estén atrapados en ellas; está documentado que los cambios son 
posibles y los procesos de apropiación, complejos (Block, 2004).

18 En un cuestionario que aplicamos a maestros sobre el tema de la proporcionalidad, 
solamente 32% de los participantes supo con certeza que una constante aditiva no caracteriza 
a una relación proporcional (Block, 2006b).

EM21-1_pp081-096.indd   87 4/13/09   12:50:30 PM



88	 Educación Matemática, vol. 21, núm. 1, abril de 2009

La razón y la fracción: un vínculo difícil en las matemáticas escolares

Referencias bibliográficas

Baldor, A. (1995), Aritmética teórico-práctica, México, Cultural.
Block, D. et al. (2007), “La apropiación de innovaciones para la enseñanza de las 

matemáticas por maestros de educación primaria”, Revista Mexicana de 
Investigación Educativa, México, comie, vol. XII, núm. 33, pp. 731-762.

———————— (2006a), “El papel de la noción de razón en la construcción de las 
fracciones en la escuela primaria”, en R. Cantoral, O. Covián, R. Farfán, J. 
Lezama y A. Romo (eds.), Investigaciones sobre enseñanza y aprendizaje 
de las matemáticas. Un reporte iberoamericano, México, Díaz de Santos de 
México, Clame, pp. 455-470.

———————— (2006b), “Conocimientos de maestros de primaria sobre la proporcio-
nalidad”, en Acta Latinoamericana de Matemática Educativa, Montevideo, 
Uruguay, Comité Latinoamericano de Matemática Educativa, vol. 19, pp. 
675-680.

———————— (2006c), “Se cambian fichas por estampas. Un estudio didáctico sobre la 
noción de razón ‘múltiplo’ y su vinculación con la multiplicación de números 
naturales”, Educación Matemática, México, Santillana, vol. 18, núm. 2, pp. 
5-36.

———————— (2004) (coord.), “Papel del taller La enseñanza de las matemáticas en 
la escuela primaria, en los procesos de apropiación de la propuesta curricu-
lar de 1993”, Informe final, Departamento de Investigaciones Educativas del 
Centro de Investigación y de Estudios Avanzados del ipn, México.

———————— (2003), “De la expresión ‘2 de cada 4’ a la expresión ‘1/2 de’. La noción 
de razón, precursora de la noción de fracción”, en Memoria electrónica del 
VII Congreso Nacional de Investigación Educativa, Guadalajara, Jalisco.

———————— (2001), La noción de razón en las matemáticas de la Escuela Primaria. 
Un estudio didáctico, tesis de doctorado, Departamento de Investigaciones 
Educativas del Centro de Investigación y de Estudios Avanzados del ipn, 
México.

Bosch, M. (1994), La dimensión ostensiva en la actividad matemática. El 
caso de la proporcionalidad, memoria para optar por el grado de doctor, 
Department de Matemàtiques, Facultat de Ciències, Universitat Autònoma 
de Barcelona.

Brousseau, G. (1981), “Problèmes de Didactique des Décimaux”, Recherches en 
Didactique des Mathématiques, vol. 2, núm. 1, pp. 37-127.

Collette, Jean-Paul (1998), Historia de las matemáticas I, México, Siglo XXI.

EM21-1_pp081-096.indd   88 4/13/09   12:50:30 PM



Educación Matemática, vol. 21, núm. 1, abril de 2009	   89

Margarita Ramírez y David Block

Comin, E. (2002), “L´enseignement de la proportionnalité à l´école et au collège”, 
Recherches en Didactique des Mathématiques, vol. 22, núms. 2-3, pp. 135-182.

———————— (2000), Proportionnalité et fonction linéaire. Caractères, causes, et effets 
didactiques des évolutions et des réformes dans la scolarité obligatoire, tesis 
de doctorado, École doctorale de mathématiques-informatique, Universidad de 
Bordeaux, Francia.

Chevallard, Y. y M. Jullien (1989), Sur l´enseignement des fractions au collège. 
Ingénierie, recherche, societé, Marsella, Francia, irem d´Aix.

Figueras M., Olimpia, G. López Rueda y S. Mochón Rueda (1992), Guía para el 
maestro. Sexto grado, Educación primaria, México.

Freudenthal, Hans (1983), Didactical Phenomenology of Mathematical 
Structures, Dordrecht, Holanda, Reidel.

———————— (1980),� An Example of Didactical Phenomenology. Ratio and 
Proportion. ��������������  ����Weeding and Sowing, Holanda, Reidel.

Karplus, R., S. Pulos y E. Stage (1983), “Proportional reasoning of early adoles-
cents”, en R. Lesh y M. Landau (eds.), Acquisition of Mathematics Concepts 
and Processes, Nueva York, Academic, pp. 45-90.

Kieren, T. (1988), “Personal knowledge of rational numbers: Its intuitive and 
formal development”, en J. Hiebert y M. Behr (eds.), Number Concepts and 
Operations in the Middle Grades, vol. 2, Restom, National Council of Teachers 
of Mathematics, Lawrence Erlbaum, pp. 162-181.

Noelting, G. (1980), “The development of proportional reasoning and the ratio 
concept. Part I. Differentiation of stages”, Educational Studies in Mathematics, 
Dordrecht, Holanda, Reidel, pp. 217-253.

Ramírez, M. (2004), El saber enseñado: protagonista en la trama de aconte-
cimientos en el aula. La proporcionalidad en sexto grado de educación 
primaria, tesis de maestría, Departamento de Investigaciones Educativas del 
Centro de Investigación y de Estudios Avanzados del ipn, México.

Rouche, N. (1992), Le sens de la mesure, Bruselas, Didier Hatier.
Smith, D. (1958), History of Mathematics, vol. II, Estados Unidos, Dover 

Publications.
Streefland L. (1985), “Search for the roots of ratio: Some thoughts on the long term 

learning process (towards ... a theory)”, Educational Studies in Mathematics, 
núm. 16, pp. 75-94.

Vergnaud, G. (1995), El niño, las matemáticas y la realidad. Problemas de la 
enseñanza de las matemáticas en la escuela primaria, México, Trillas.

EM21-1_pp081-096.indd   89 4/13/09   12:50:30 PM



90	 Educación Matemática, vol. 21, núm. 1, abril de 2009

La razón y la fracción: un vínculo difícil en las matemáticas escolares

———————— (1988), “Multiplicative structures”, en J. Hiebert y M. Behr (eds.), Number 
Concepts and Operations in the Middle Grades, vol. 2, Reston, National 
Council of Teachers of Mathematics, Lawrence Erlbaum.

Datos de los autores

Margarita Ramírez
Departamento de Investigaciones Educativas del Centro de Investigación
y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional, México
mramirezba@yahoo.com.mx

David Block
Departamento de Investigaciones Educativas del Centro de Investigación
y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional, México
dblock@cinvestav.mx

EM21-1_pp081-096.indd   90 4/13/09   12:50:30 PM



Educación Matemática, vol. 21, núm. 1, abril de 2009, pp. 91-117	    91

Fecha de recepción: 5 de junio de 2008.

	
	
Conteo: una propuesta didáctica	
y su análisis

Hilda Salgado y María Trigueros

Resumen: En el aprendizaje de las matemáticas se suelen observar problemas 
debido a que los conceptos involucrados resultan a menudo complejos por su alto 
nivel de abstracción. Se han detectado problemas en el aprendizaje de los conceptos 
asociados al tema de conteo. Dos conceptos básicos de conteo son la ordenación 
y la combinación.

En este trabajo se diseña y analiza una propuesta didáctica para el aprendizaje 
de las ordenaciones y combinaciones apoyada en la teoría apoe. Se presenta dicho 
análisis y los resultados obtenidos a partir del trabajo de los estudiantes con la 
propuesta realizada.

Palabras clave: combinatoria, teoría apoe, experimento en aula, ordenaciones, 
combinaciones, álgebra.

Counting: analysis of a didactic approach
Abstract: Learning mathematics often causes problems to students. Given the com-
plexity of the concepts involved and their high level of abstraction, their learning 
becomes a difficult task. Problems arise in the learning of the concepts of counting and 
in the acquisition of the techniques of counting. Two basic concepts in counting are 
permutations and combinations.

This work considers a didactical approach for the learning of permutations and 
combinations based in apos Theory. The analysis and the results from the work done 
by the students are presented and discussed.

Keywords: counting, apos Theory, experiment in classroom, permutations, com-
binations, algebra.
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Introducción

La matemática discreta es la rama de las matemáticas que estudia los conjuntos 
discretos que pueden ser finitos o, que si no son finitos, se presentan como los 
números naturales, es decir, conjuntos numerables u objetos bien separados entre 
sí. Un objeto discreto se contrapone a la idea de continuo. Dentro de la mate-
mática discreta tenemos la combinatoria, que estudia colecciones, por lo general 
finitas, de objetos que satisfacen ciertos criterios y contar colecciones de estos ob- 
jetos. Los problemas de conteo son difíciles, pues requieren de un análisis cui-
dadoso de su estructura. Para contar, es necesario saber qué características debe 
cumplir lo que se desea contar, por ejemplo, el hecho de que sea necesario o 
no el orden o la repetición.

El concepto de orden y repetición tiene un significado muy claro para todos 
fuera de las matemáticas. Estos términos se usan en el lenguaje natural y se com-
prenden en ese contexto. Pero al empezar el estudio formal de las ordenaciones 
y las combinaciones, los alumnos no distinguen las características relevantes del 
problema y tienen serias dificultades para resolverlo. Entonces, la manera como se 
cuenta se convierte en un problema didáctico, pues las ideas de orden y repetición 
se entienden fuera del ámbito escolar, pero cuando se abordan con determinados 
conjuntos, se pierde la transparencia que tienen en otros ámbitos.

En este artículo se estudian las preguntas de investigación: ¿Qué construcciones 
mentales necesitan realizar los alumnos para construir las nociones de ordenación 
y combinación? ¿Es posible diseñar una secuencia didáctica que permita lograr 
una mejor comprensión de estos conceptos por parte de los alumnos?

Antecedentes

Se llevó a cabo una revisión bibliográfica en la red y en libros sobre el tema de 
conteo y se llegó a la conclusión de que se ha llevado a cabo poca investigación 
sobre este tema. Se encontró un artículo de English (1993), en el que se discuten 
los resultados de un experimento con niños de 7 a 12 años que no habían estu-
diado problemas que involucraran conteo. Se les plantearon seis problemas de 
combinatoria, tres en dos dimensiones y tres en tres dimensiones. Los niños tenían 
que encontrar todas las combinaciones posibles para vestir a osos de peluche con 
shorts y blusas de diferentes colores (dos dimensiones) y shorts, blusas y raquetas 
diferentes (tres dimensiones). Los niños tenían los osos, la ropa y las raquetas para 
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que físicamente pudieran vestir a los osos. Se elaboraron tablas para comparar el 
uso de las estrategias en los distintos grupos de edades, el cambio de estrategia 
entre los problemas de dos dimensiones y los de tres dimensiones, los cambios al 
avanzar en los problemas y la solución de dos de los problemas en comparación 
con un grupo piloto. Se llegó a dos conclusiones importantes para la matemática 
educativa: la diversidad de estrategias que los niños usan para resolver un pro-
blema y el potencial de los niños en el aprendizaje autónomo de conceptos de 
matemática discreta. La autora concluye que se necesita prestar mayor atención a 
la brecha que existe entre la habilidad actual que tienen los niños en matemáticas 
y lo que son capaces de lograr a través de la solución de problemas. Es necesario 
retar a los niños con problemas que no requieran recordar conceptos para resolver, 
sino más bien que necesiten procesos de pensamiento matemático que, por lo 
general, no se detectan en las clases tradicionales y deja abierta la clara necesidad 
de hacer más estudios sobre el tema de combinatoria.

En el libro Introduction to Discrete Mathematics with isetl de Dubinsky y Fenton 
(1996), se introducen y discuten problemas relacionados con el conteo: ordena-
ciones y combinaciones que los alumnos resuelven utilizando un programa de 
computadora (isetl). El diseño del libro sigue un enfoque constructivista basado 
en la teoría apoe, es decir, está diseñado para que los alumnos construyan por sí 
mismos los conceptos matemáticos necesarios en la solución de problemas, pero no 
se han hecho investigaciones que permitan analizar su efectividad en la ense-
ñanza de la matemática discreta en general, ni del conteo en particular.

En este trabajo se intenta contribuir a la investigación acerca de la forma en 
la que los alumnos enfrentan los problemas de conteo cuando se les enseña 
siguiendo una estrategia constructivista. En particular, nos interesa determinar si es 
posible diseñar una estrategia de enseñanza que permita a los alumnos aprender 
los conceptos de conteo de manera significativa, así como investigar cuáles son las 
estrategias que utilizan los alumnos cuando enfrentan problemas de conteo por 
primera vez y cómo evolucionan sus estrategias durante el proceso de enseñan-
za, además de señalar algunas de las dificultades que enfrentan los alumnos en 
la solución de este tipo de problemas.

Marco teórico

La teoría apoe proporciona una base teórica para analizar la forma en la que 
se construyen los conceptos matemáticos para estudiar cómo evolucionan las 
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construcciones de los alumnos y, al mismo tiempo, permite diseñar estrategias 
didácticas para ayudar a los alumnos a hacer las construcciones necesarias 
para que esta evolución tenga lugar y se logre un aprendizaje de los conceptos 
matemáticos más significativos (Asiala et al., 1998; Dubinsky y McDonald, 2001). 
Los componentes esenciales de la teoría apoe son: acciones, procesos, objetos y 
esquemas, además de la abstracción reflexiva que se considera como mecanismo 
de construcción; este mecanismo da lugar a los procesos de construcción de 
conocimiento, como son la interiorización, la generalización, la coordinación, la 
encapsulación y la reversión.

Dentro de esta teoría, se hacen descripciones detalladas llamadas descom-
posiciones genéticas en términos de ciertas construcciones mentales para crear 
hipótesis de cómo se aprenden los conceptos matemáticos. La descomposición 
genética pone en relieve las construcciones cognitivas que pueden ser necesarias 
para el aprendizaje. Actualmente se cuenta con descomposiciones genéticas diseña-
das por diversos autores sobre una variedad de conceptos matemáticos (McDonald 
et al., 2000; Gavilán et al. 2006; Trigueros et al., 2008).

Con base en la teoría apoe, se propuso la siguiente descomposición genética 
como sustento teórico de la investigación. En ella se muestran las construcciones 
mentales que se piensa deben hacer los alumnos para construir los conceptos de 
ordenación y combinación dentro del tema de conteo: al enfrentar un problema 
de conteo, los alumnos requieren llevar a cabo las acciones necesarias para des-
glosar el problema y mostrar explícitamente todos los casos posibles, a fin de 
poder contar físicamente. Cuando los alumnos reflexionan sobre estas acciones, 
las interiorizan en un proceso en el cual ya no es necesario desglosar el problema e, 
incluso, pueden generalizar el proceso para simbolizarlo en una fórmula que tenga 
sentido para ellos. Cuando los alumnos utilizan estos procesos y reflexionan sobre 
ellos, los encapsulan en un objeto. En este momento pueden comparar fórmulas, 
utilizar en un problema dos fórmulas distintas cuando es necesario, distinguir 
entre diversas situaciones, distinguir las fórmulas que se deben emplear en cada 
caso e incluso desencapsular el objeto en el proceso que le dio origen.

Después de una primera experiencia de investigación, de la cual se hablará más 
adelante, se decidió refinar la descomposición genética para permitir a los alumnos 
distinguir claramente entre los procesos necesarios para resolver problemas donde 
el orden es relevante (para simplificar la lectura se les llamará problemas con orden) 
de aquéllos donde el orden no es relevante (problemas sin orden).

La descomposición genética refinada, sobre cuya base se diseñó la nueva serie 
de problemas, es la siguiente: se agregó la acción de comparar distintos problemas 
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con y sin orden para que los alumnos distinguieran entre ambos tipos. Cuando 
los alumnos interiorizan la acción de distinguir un problema sin orden de otro con 
orden, son capaces de llevar a cabo la acción de dividir la fórmula de ordenación 
y realizar el proceso de conteo que conduce a la generalización en una fórmula 
de combinación que pueden usar para resolver problemas sin orden. Cuando los 
alumnos reflexionan sobre los procesos anteriormente mencionados, los encap-
sulan para construir el objeto conteo de combinación. En este momento, podrán 
hacer comparaciones entre el objeto ordenación y el objeto combinación.

Metodología

El tema de conteo se introdujo mediante una secuencia que incluyó:

•	 Una primera serie preliminar de problemas con orden diseñados a partir de 
la descomposición genética, con la finalidad de que los alumnos reflexiona-
ran sobre sus acciones e iniciaran así la construcción de los distintos proce-
sos y objetos necesarios para la comprensión de los conceptos matemáticos 
del conteo: ordenación. Esta serie se aplicó en los dos semestres que se 
estudiaron.

•	 Una segunda serie preliminar de problemas sin orden diseñados a partir de 
la descomposición genética y con la misma finalidad de la serie anterior, 
pero en el tema de combinaciones. Esta serie fue aplicada en el primer 
semestre, pero como los alumnos de la primera experiencia tuvieron muchas 
dificultades para resolver los problemas donde el orden no es relevante, se 
decidió revisar la descomposición genética, puesto que los alumnos no 
habían realizado las construcciones mentales que se esperaba.

•	 Se refinó la descomposición genética y se diseñó una nueva (tercera) serie 
de problemas con y sin orden, con la finalidad de diferenciar entre ambos 
tipos de problemas y para aplicarse en una nueva experiencia conjunta-
mente con las otras dos.

La primera experiencia se llevó a cabo en el semestre agosto-diciembre de 
2006, en ella se utilizaron las dos primeras series de problemas, una con orden 
y otra sin orden. Una vez refinada la descomposición genética con base en los 
resultados obtenidos de la primera experiencia, se llevó a cabo otra experiencia 
en el semestre enero-mayo de 2007. En esta ocasión se utilizó, además de las dos 
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series de problemas antes mencionadas, una serie adicional de problemas que, 
como se describió anteriormente, incluía tanto problemas sin orden como proble-
mas con orden, a fin de proporcionar a los alumnos oportunidades de diferenciar 
entre ellos. En ambas ocasiones los alumnos participantes cursaban la materia de 
Álgebra Superior I en una universidad en México. Algunos problemas incluidos en 
las series se tomaron de los libros Cárdenas et al. (1979), Grimaldi (1997), Kolman 
et al. (1997), Niven (1995), y Reyes (2005).

Los alumnos trabajaron los problemas incluidos en cada una de las series 
de problemas en varias ocasiones que denominaremos etapas, con el objetivo de 
proporcionarles repetidas ocasiones de reflexión y favorecer así los procesos de in-
teriorización de sus acciones y de encapsulación de los procesos:

Etapa 1. Antes de estudiar el tema en una clase de dos horas que incluyó 
trabajo colaborativo en equipos sin ayuda de ningún maestro o libro.

Etapa 2. A través de una discusión general en clase sobre el tema de conteo 
correspondiente: ordenación (con orden) o combinación (sin orden).

Etapa 3. Después de haber generalizado los procesos en fórmulas, se pidió 
a los alumnos que resolvieran algunos problemas de la serie, con la 
finalidad de comparar las soluciones de los alumnos con la estrategia de 
solución de la primera vez.

Etapa 4. De manera individual, los alumnos resolvieron los problemas como 
tarea.

Además de las etapas anteriores, se aplicaron dos exámenes de conteo que 
incluían preguntas donde el orden es importante y otras preguntas donde no 
existe el orden.

A continuación se presentan algunos problemas junto con su solución y aná-
lisis a priori. Más adelante se hace el análisis de las respuestas de los alumnos 
a dichos problemas.

Problema 1. Problema de la serie de problemas con orden

Los coches marca bmw se producen en cuatro modelos, ocho colores, tres 
potencias de motor y dos tipos de transmisión.

a)	 ¿Cuántos coches distintos pueden fabricarse?
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b)	 ¿Cuántos coches distintos de color azul se pueden fabricar?
c)	 ¿Cuántos coches distintos de color azul y potencia de motor V-8 pueden 

fabricarse?

Solución:

a)	 4 ¥ 8 ¥ 3 ¥ 2 = 192 coches distintos.
b)	 4 ¥ 3 ¥ 2 = 24 coches azules.
c)	 4 ¥ 2 = 8 coches azules y motor V-8.

En este problema se espera que los alumnos lleven a cabo la acción de selec-
cionar los datos relevantes para cada inciso: en el inciso a, cuatro datos; b, tres 
datos, y c, dos datos. Si únicamente pueden realizar acciones, puede ser que 
escriban todos los casos. Si los alumnos efectúan el producto, indicaría que ya 
interiorizaron dicha acción en un proceso.

Problema 2. Problema de la serie de problemas sin orden

¿De cuántas formas se puede escoger un equipo de basketball (cinco jugado-
res) de entre 12 jugadores posibles? ¿Cuántos equipos incluyen al más débil y 
al más fuerte?

Solución: 
12

5
792  equipos.

	

10

3
120  equipos con el más débil y el más fuerte.

En este problema se espera que los alumnos realicen la acción de reconocer 
que no importa el orden y, si resuelven como ordenación, dividir para quitarlo. 
Además, deben reconocer que no puede haber repeticiones por tratarse de per-
sonas. En la segunda pregunta se espera que lleven a cabo la acción de restar 
del total de personas a la más débil y la más fuerte y componer el equipo de tres 
personas. Puede ser que intenten la acción de escribir todos los casos y contarlos. 
Si los alumnos efectúan el producto y la división, indicaría que ya interiorizaron 
las acciones en un proceso.

EM21-1_pp097-112.indd   97 4/13/09   12:51:39 PM



98	 Educación Matemática, vol. 21, núm. 1, abril de 2009

Conteo: una propuesta didáctica y su análisis

Problema 3. Problema del examen

En una taquería se pueden pedir los tacos al pastor con o sin cebolla, con o sin 
cilantro, con o sin piña y con o sin salsa. ¿De cuántas formas se pueden ordenar 
los tacos?

Solución: OR2
4 2  2  2  2  16

En este problema se espera que los alumnos realicen la acción de reconocer 
que cada ingrediente puede o no estar presente en los tacos, lo que les da dos 
opciones. Si los alumnos efectúan únicamente acciones, puede ser que escriban 
todos los casos. Si los alumnos han interiorizado la acción en un proceso, entonces 
reconocerán que el problema consiste en una ordenación con repetición y usarán la 
fórmula: OR nn

m m con n objetos y m por seleccionar. En el caso de que se utilice 
la fórmula, es importante distinguir si la usan de manera correcta y cómo la usan.

Problema 4. Problema de la serie de problemas con y sin orden 
(descomposición genética rediseñada)

Sean los números 1, 2, 3, 4. No puedes repetir los números.

a)	 ¿Cuántos números de dos dígitos pueden formarse? Recuerda que existe 
orden pues 12 π 21.

b)	 ¿Cuántos conjuntos de dos elementos pueden formarse? En este caso no 
hay orden {1,2} = {2,1}.

c)	 ¿Qué diferencia hay entre los dos incisos anteriores?
d)	 ¿Cómo puedes relacionar las respuestas de los incisos a y b?

Solución:
a)	 O4

2 4 3  números de dos dígitos.

b)	
4

2
6 conjuntos de dos elementos.

c)	 En el inciso a hay orden mientras que en b, no lo hay.
d)	 Debe dividirse el inciso a entre 2! = 2 (permutaciones de dos elementos) 

para obtener el inciso b.
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En este problema se espera que los alumnos lleven a cabo la acción de dis-
tinguir el inciso a, con orden, del inciso b, sin orden, y así contestar el inciso c. 
En el inciso d, deben relacionar las respuestas de los incisos a y b y darse cuenta 
de que existen menos conjuntos que números, pues hay secuencias que en a se 
cuentan como diferentes, mientras que en b se cuentan como una. Si realizan 
únicamente acciones, puede ser que escriban todos los casos. Si los alumnos ya 
interiorizaron la acción en un proceso, entonces en el inciso d dividirán el inciso 
a entre 2! = 2, pues son dos secuencias iguales, para obtener el inciso b.

Problema 5. Problema de la serie de problemas con y sin orden 
(descomposición genética rediseñada)

Si tienes 10 objetos y quieres escoger a los 10 objetos, ¿cuántas formas hay de 
escogerlos sin importar el orden en que los tomes?

Solución: 
10

10
1 forma.

En este problema se espera que los alumnos efectúen la acción de reconocer 
que el orden no importa y sólo existe una forma de tomar 10 objetos de 10 
objetos. Si llevan a cabo únicamente acciones, puede ser que escriban el caso. Si 
los alumnos contestan correctamente sin escribir el caso, puede ser que hayan 
interiorizado la acción en un proceso.

Problema 6. Problema de la serie de problemas sin orden

¿Cuántas palabras distintas pueden formarse con las letras de la palabra mississi-
ppi que no tengan las letras “s” consecutivas? ¡¡¡explica detalladamente cuáles 
fórmulas usas y por qué!!! La explicación cuenta la mitad de la pregunta.

Solución: 
7

4 2

8

4

!

! !
 palabras distintas.

En este problema hay varias acciones: la acción de separar las letras “s” de 
las demás letras, la acción de permutar las demás letras y la acción de introducir 
nuevamente las letras “s”. Estas acciones se pueden interiorizar en un proceso. 
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Dada la dificultad del problema, no es de esperar que puedan resolverlo correc-
tamente en un primer acercamiento.

Las producciones de los alumnos se revisaron en cada etapa para determinar 
cuáles acciones habían interiorizado en un proceso y si algunos procesos se 
habían encapsulado en objetos. También se tomó en consideración el hecho de 
que los alumnos pudieran estar en tránsito entre acción y proceso o entre pro-
ceso y objeto. El maestro iba anotando todas las preguntas, respuestas, dudas, 
comentarios, etc., que surgían en el momento de la discusión en clase, así como 
el procedimiento que siguió para llegar, junto con los alumnos, a encontrar las 
relaciones entre los conceptos que se pueden expresar en términos de fórmulas de 
conteo. Para el análisis, se utilizó esta bitácora conjuntamente con toda la pro-
ducción de los alumnos.

Es importante aclarar que lo anterior se hizo en condiciones reales de clase. 
La metodología seguida en clase fue consistente con la metodología ace (activi-
dades, discusión en clase y ejercicios) de la teoría apoe.

Análisis de las producciones de los alumnos

Primera experiencia

Se analizaron las respuestas de los alumnos del semestre agosto-diciembre de 
2006 a las diversas actividades diseñadas con base en la descomposición genéti-
ca. A lo largo del análisis, se hizo evidente que la acción de desglosar el problema 
para contar físicamente fue interiorizada por 95% de los alumnos, en un proceso 
que les permitía encontrar la solución. Esto puede observarse en la respuesta de un 
grupo de alumnos al problema 1 presentado anteriormente:

a)	 Los miembros del equipo hacen un diagrama para un modelo por color, 
potencia y transmisión, como acción para desglosar el problema y contar 
físicamente. Multiplican por 4, pues existen 4 modelos.
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En los incisos b y c los alumnos solamente hacen la acción de multiplicar los 
datos que necesitan sin necesidad de dibujar un diagrama y contar físicamente.

b) 

c) 
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En el análisis de los resultados de los alumnos se encuentran datos que 
muestran que han interiorizado las acciones de suma y enumeración de casos 
en un proceso en el que generalizan dichas acciones. Los alumnos poco a poco 
dejan de contar físicamente para introducir productos y, posteriormente, genera-
lizan estos productos en fórmulas.

Sin embargo, en el caso de la serie diseñada con los problemas donde el orden 
no existe, los alumnos tuvieron dificultades. Únicamente un grupo de tres alum- 
nos resolvió los problemas cuando los enfrentaron por primera vez. La información 
recabada se analizó con base en el marco teórico para averiguar si, efectivamen-
te, los alumnos llevaban a cabo las construcciones mentales que se habían pro-
puesto en la descomposición genética. El resultado de este estudio mostró que 
dicha descomposición no incluía la necesidad de realizar acciones específicas 
que permitieran a los alumnos distinguir entre los problemas que incluyen orden 
y los que no lo incluyen. Esto puede observarse en la respuesta de un equipo al 
problema 2, sin orden, presentado anteriormente:

Los miembros de un equipo resuelven la pregunta de forma incorrecta, pues 
cuentan como si hubiera orden. No escriben casos y no son capaces de respon-
der la segunda parte.

Como esta situación se presentó en las respuestas de todos los equipos, excep-
to uno, se consideró necesario refinar la descomposición genética para que diera 
cuenta de mejor manera de las observaciones del trabajo con los alumnos. Una 
vez refinada la descomposición genética, se rediseñó la serie de problemas sin 
orden y se probó en una segunda experiencia en la que se consideró la inclusión 
de problemas de distinta índole, a fin de que los alumnos efectuaran las acciones de 
comparar y diferenciar.

Los resultados del análisis de la solución del examen muestran evolución en la 
comprensión de los conceptos involucrados en el tema de conteo: ordenaciones 
y combinaciones. En un principio, todos excepto cuatro alumnos realizaban un 
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diagrama o un dibujo o escribían los casos como acción para desglosar el pro-
blema y contarlos físicamente. Más adelante, interiorizaron estas acciones en un 
proceso que les permitía encontrar el resultado por medio de un producto. En 
el examen, únicamente seis alumnos requirieron un diagrama, cinco de ellos sólo 
lo usaron para comprobar su respuesta, utilizaron correctamente las fórmulas 
adecuadas y mostraron comprensión de sus distintas componentes.

Sólo un alumno no logró hacer la interiorización comentada anteriormente 
y su estrategia de solución continuó ligada a la acción de contar los casos explí-
citamente o hacer un diagrama a partir del cual sea posible contar.

En las respuestas de algunos alumnos al problema 3 del examen, presentado 
anteriormente, puede observarse un ejemplo que muestra que han interiorizado las 
acciones en un proceso que les permite el uso correcto de fórmulas.

En este caso, sólo un alumno hizo un árbol, pero lo hizo más bien con el ob-
jetivo de comprobar su respuesta, pues también incluye la solución mediante el 
uso de la fórmula.

Los demás alumnos resuelven correctamente, excepto uno que se olvida de la 
salsa y otro que considera que se puede o no pedir el taco. Todos los estudiantes 
reconocen que cada ingrediente puede o no estar presente en los tacos, por lo 
que hay dos opciones. Al parecer los alumnos ya no requieren en este momento 
hacer algún diagrama como acción para desglosar el problema y contar física-
mente los casos.

El promedio del examen de conteo de 8.06 está muy por encima del obte-
nido por los alumnos de la misma maestra en semestres anteriores, que no 
pasaba de 6.
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Segunda experiencia

Nuevamente, el análisis de los datos de esta experiencia muestra que la acción de 
desglosar el problema para contar físicamente fue interiorizada por 96% de los 
alumnos, en un proceso que les permite encontrar la solución mediante el pro-
ducto de los datos relevantes o la aplicación de una fórmula.

Al introducir la nueva serie de actividades basada en la descomposición gené-
tica revisada, se encontró que se interiorizaron las acciones de comparar y dife-
renciar entre distintos tipos de problema y, en esta ocasión, los alumnos fueron 
capaces de distinguir cuándo un problema tiene orden y cuándo no lo tiene.

A continuación se muestra el trabajo de uno de los equipos al resolver el 
problema 4, presentado anteriormente, realizado a partir de la descomposición 
genética rediseñada.

a)	 Los miembros del equipo escriben todos los números como acción para 
desglosar el problema y contar físicamente.

b)	 Escriben el resultado correcto sin explicar su procedimiento.

c) y d) Explican correctamente.
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Se reescribe la respuesta anterior, pues no está muy legible.

c)	 Que unos son # de 2 dígitos y los otros son conjuntos (no importa el orden).
d)	 Que como son de dos dígitos y en los conjuntos no hay orden, se reduce 

a la mitad que si fueran dígitos.

En esta pregunta, los miembros del equipo desglosan el problema para contar 
en el inciso a, pero en el inciso b escriben el resultado sin desglosarlo. Aun cuan-
do no explican qué hicieron exactamente, la respuesta del inciso d muestra que 
dividieron para quitar el orden. Estos alumnos reconocen la diferencia entre los 
casos donde hay orden y donde no lo hay.

Posteriormente, los alumnos interiorizaron las acciones de desglosar y represen-
tan el problema en un proceso que las generaliza y los conduce a encontrar fórmu-
las generales. Un 23% de los alumnos incluso encapsuló la fórmula de ordenación 
en un objeto e hicieron en ella la división para quitar el orden, como se muestra en su 
solución al problema 5, presentado anteriormente, de la serie con y sin orden. El 
siguiente alumno utiliza la fórmula de ordenación como objeto.
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A continuación se presenta la solución de un alumno que utiliza la fórmula 
de combinación directamente.

El análisis del examen de conteo muestra la evolución de los alumnos en el 
conocimiento del tema de conteo: ordenaciones y combinaciones. Una vez más, 
se encuentra que 24% de los alumnos requiere un diagrama, entre ellos, 90% 
sólo lo utilizan para comprobar su respuesta. El uso correcto de las fórmulas y 
la explicación de sus distintas componentes indica que los alumnos han interio-
rizado las acciones en un proceso que les permite distinguir cuál fórmula usar 
en cada problema y cómo aplicarla correctamente. Siete alumnos dan muestras 
de haber encapsulado los procesos en un objeto que les permite plantear pro-
blemas donde se puedan usar dichas fórmulas y explicar cómo pasar de una 
fórmula a otra, lo que no se logró en la primera experiencia. A continuación se 
escribe la respuesta de un alumno:

Le inventé la letra H
n

n k

!

!
, n es el número de elementos que puedo

tomar, como no se repiten se ordenan de la forma n! Primero puedo elegir 
cualquier elemento, después elijo cualquiera menos el que ya elegí, al final 
sólo queda un elemento por ser elegido. n ◊ (n - 1) ◊ (n - 2) ◊ (n - 3) ◊ (1). 
Sólo voy a tomar k elementos, entonces sólo se ordenan n (n - 1) (n - 2)

◊ (n - k + 1) = 
n

n k

!

!
.

Cuando sólo los quiero combinar, puedo usar la fórmula anterior, pero 
quitándole las formas en las que se podrían ordenar los elementos ya ele-

EM21-1_pp097-112.indd   106 4/13/09   12:51:43 PM



Educación Matemática, vol. 21, núm. 1, abril de 2009	   107

Hilda Salgado y María Trigueros

gidos, y ésa es la forma en la que se ordenan k elementos = k!, entonces,

para quitarlo es H

k

n

k n k!

!

! !
.

A continuación se transcribe el problema que un alumno plantea y resuelve 
explicando la fórmula que emplea.

Tengo 7 libros distintos y los quiero acomodar en un estante donde sólo 
quepan 4. ¿De cuántas formas lo puedo hacer?

m = 7, n = 4. 
7

7 4

7

3

!

!

!

!
. Explicación Æ tengo 7 y necesito acomodarlos

sólo en 4 lugares 7 ◊ 6 ◊ 5 ◊ 4 = 
7

3

!

!
.

Finalmente se muestra el problema 6, presentado en la metodología, donde se 
necesitan usar las fórmulas de ordenación y de combinación.

Separa las letras “s” de las demás letras. Reconoce que las demás letras 
tienen orden y utiliza la fórmula de permutación distinguible. Para las letras “s” 
reconoce que se trata de escoger lugares, por lo que no existe orden ni repeti-
ción. Usa la fórmula de combinaciones. Al final multiplica para encontrar el total 
de casos. Explica claramente todos los pasos.

EM21-1_pp097-112.indd   107 4/13/09   12:51:43 PM



108	 Educación Matemática, vol. 21, núm. 1, abril de 2009

Conteo: una propuesta didáctica y su análisis

Nuevamente el promedio del grupo, 7.96, en este examen fue superior al de 
otros semestres.

Discusión de los resultados obtenidos

Uno de los objetivos de este estudio consistió en determinar si era posible diseñar 
una estrategia de enseñanza basada en una descomposición genética que per-
mitiera a los alumnos construir los conceptos relacionados con el conteo, ya 
que la experiencia docente mostraba que son difíciles de aprender por parte de 
los alumnos.

Para responder esta pregunta, se diseñó una descomposición genética que 
sirvió como base para diseñar dos series de problemas relacionados con el conteo: 
unos problemas que incluyeran orden y otros, sin orden. Con base en los resulta-
dos obtenidos en la primera experiencia y a través del análisis de las construccio-
nes que los alumnos requerían para lograr la construcción de los conceptos, se 
rediseñó la descomposición genética.
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Es importante notar que, al parecer, no existen investigaciones acerca del 
aprendizaje del tema de conteo en la universidad, por lo que podría considerarse 
que la descomposición genética de los conceptos tratados en este trabajo consti-
tuye una contribución teórica al análisis de la enseñanza del conteo.

Ambas descomposiciones genéticas se utilizaron como base para el diseño de 
actividades que los alumnos resolvieron en repetidas ocasiones. El resultado 
del uso en clase del ciclo ace con las actividades y de la metodología específica 
planteada permitió una clara evolución en la construcción de los conceptos 
involucrados en el conteo por parte de los alumnos.

Los resultados de la experiencia permitieron determinar las estrategias seguidas 
por los alumnos en la solución de los problemas. Cuando los alumnos enfrentaron 
los problemas por primera vez, sus estrategias consistieron en el uso de métodos 
gráficos que les permitieran organizar la información y contar las posibilidades de 
una en una. En la mayoría de los casos, los alumnos hicieron diagramas, enumera-
ron los casos y sumaron como acción para desglosar el problema y contar físicamen-
te para encontrar el resultado. Poco a poco, estas acciones fueron interiorizadas en 
procesos en los que los alumnos eran capaces de detectar patrones en la informa-
ción y utilizar operaciones para generalizar los patrones. Este uso de estos procesos 
culminó en la deducción de las fórmulas, lo que puso también en evidencia la 
interiorización de las primeras acciones en un proceso. Esta interiorización se refleja 
también en el uso de las fórmulas de manera efectiva y razonada en la solución de 
los problemas de conteo donde el orden fuera importante, lo cual puede conside-
rarse como un indicio de la transición entre una concepción proceso y una, objeto.

La solución de problemas de conteo donde el orden no es importante pro-
vocó dudas que fueron difíciles de superar. Los alumnos no eran capaces de 
diferenciar entre los problemas que involucran conteo con orden y conteo sin 
orden; esto constituye un posible obstáculo en la construcción de los conceptos 
relacionados con este tema de las matemáticas y condujo a la refinación de 
la descomposición genética y al diseño de nuevas actividades que permitieran 
dicha diferenciación. Los alumnos de la primera experiencia resolvieron estos 
problemas utilizando las mismas estrategias que usaron al resolver los problemas 
con orden, es decir, siguieron manteniendo el orden. Los alumnos de la segunda 
experiencia no mostraron dichas dificultades. En ambas experiencias fue posible 
observar la evolución de la construcción de los conocimientos de los alumnos 
relativos al conteo. En la segunda experiencia, los alumnos lograron además di-
ferenciar los distintos tipos de problemas de conteo y aplicar estrategias eficaces 
en la solución de los problemas.
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Aunque el propósito de este trabajo no consiste en comparar el desempeño de 
los dos grupos utilizados en la experiencia, los resultados de este grupo que uti-
lizó actividades diseñadas con base en la nueva descomposición genética fueron 
aún mejores que los del grupo de la experiencia anterior. Esto parece indicar que 
la descomposición genética refinada funciona adecuadamente para predecir las 
construcciones mentales que permiten a los alumnos construir los conceptos 
relacionados con el tema del orden.

Conclusiones

La experiencia didáctica muestra que la construcción de los conceptos asociados 
al conteo es difícil para los alumnos; este trabajo muestra que estas dificultades 
pueden ser superadas mediante el diseño de una estrategia didáctica basada en 
consideraciones teóricas, en particular, en la teoría apoe.

El tema de conteo se introduce en muchas ocasiones en los niveles medio y 
medio superior: secundaria y preparatoria. El trabajo didáctico que se realizó en 
este trabajo no supone ningún conocimiento previo por parte de los alumnos. Por 
lo tanto, la descomposición genética desarrollada para esta experiencia podría ser 
también de utilidad para diseñar didácticas específicas para esos niveles. Las series 
de problemas que se diseñaron con base en la descomposición genética podrían 
utilizarse con alumnos de estos niveles. El análisis de la pertinencia, relevancia y 
efectividad de este diseño podría ser materia de una futura investigación.

Se encontró, en ambas experiencias, que pocos alumnos pudieron detectar los 
casos. Diferenciar distintos casos dentro de un mismo problema implica, en primer 
lugar, una comprensión profunda del problema. Además, este tipo de problemas 
requiere estrategias que no son fáciles de generalizar, sino que se necesita una 
experiencia que permita identificar las posibilidades de elección dentro del proble-
ma y clasificarlas por tipos que se tratan de manera específica.

El tema de conteo es muy amplio. En muchas ocasiones es necesario resolver 
problemas que se separan en casos. Sería conveniente diseñar una descomposición 
genética, basada en la que se propone aquí, que permitiera identificar las construc-
ciones mentales de los alumnos cuando abordan este tipo de problemas.
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Anexo

Como un ejemplo del tipo de problemas incluidos en las experiencias informadas 
en este trabajo, a continuación se muestra la serie de problemas con orden que se 
aplicó en la primera y segunda experiencia, conjuntamente con su solución.

Problemas con orden

Pregunta 1

Se va a escoger un representante de alumnos de las carreras de matemáticas y 
actuaría. En la carrera de matemáticas hay cincuenta y cinco alumnos y en la 
de actuaría hay veinticinco alumnos. ¿Cuántos candidatos hay?

Solución: 55 + 25 = 80 candidatos.

Pregunta 2

Una tienda tiene seis puertas. ¿De cuántas maneras es posible entrar por una 
puerta y salir por otra?

Solución: 6 ¥ 5 = 30 formas distintas.

Pregunta 3

Los coches marca bmw se producen en cuatro modelos, ocho colores, tres poten-
cias de motor y dos tipos de transmisión.

a)	 ¿Cuántos coches distintos pueden fabricarse?
b)	 ¿Cuántos coches distintos de color azul se pueden fabricar?
c)	 ¿Cuántos coches distintos de color azul y potencia de motor V-8 pueden 

fabricarse?
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Solución:
a)	 4 ¥ 8 ¥ 3 ¥ 2 = 192 coches distintos.
b)	 4 ¥ 3 ¥ 2 = 24 coches azules.
c)	 4 ¥ 2 = 8 coches azules y motor V-8.

Pregunta 4

¿Cuántos viernes 13 puede haber en un año no bisiesto? ¿Cuál es el menor 
número posible?

Solución: asignar a cada día de la semana un número y encontrar qué día 
caía 13 de enero, 13 de febrero, etc. En un año no bisiesto puede haber uno, 
dos o tres viernes 13.

Pregunta 5

¿De cuántas maneras pueden ordenarse las letras a, b, c, d, e, e, e, e, e de forma 
que ninguna letra e sea adyacente a otra?

Solución: 4! = 24 maneras.

Pregunta 6

En cierta transmisión existen dos sonidos, uno corto, llamado estrella, y uno 
largo, llamado diagonal. Con estos sonidos pueden formarse señales de uno, 
dos o tres sonidos. ¿Cuántas señales de un sonido, de dos sonidos y de tres 
sonidos existen?

Solución: 2 señales de un sonido, 2 ¥ 2 = 4 señales de dos sonidos y 2 ¥ 
2 ¥ 2 = 8 señales de tres sonidos.

EM21-1_pp097-112.indd   112 4/13/09   12:51:44 PM



Educación Matemática, vol. 21, núm. 1, abril de 2009	   113

Hilda Salgado y María Trigueros

Pregunta 7

Las claves lada en cierta región son de tres dígitos, pero el dígito intermedio debe 
ser cero o uno. Las claves lada cuyos últimos dos dígitos son uno están siendo
utilizadas para otros fines, por ejemplo, 911. Con estas condiciones, ¿cuántas 
claves lada hay disponibles?

Solución: (10 ¥ 10) + (10 ¥ 9) = 190 claves lada.

Pregunta 8

Las placas de los coches en una ciudad son de tres letras. Si se usa el alfabeto 
de veintiséis letras:

a)	 ¿Cuántas placas distintas hay?
b)	 ¿Cuántas placas comienzan con la letra q? ¿Cuántas terminan con una 

vocal?
c)	 Si no se permiten las repeticiones, ¿cuántas placas comienzan con 

la letra q? ¿Cuántas terminan con la letra q? ¿Cuántas terminan con 
vocal?

Solución:

a)	 26 ¥ 26 ¥ 26 = 263 = 17 576 placas distintas.
b)	 26 ¥ 26 = 262 = 676 placas que comienzan con q. 26 ¥ 26 ¥ 5 = 5 ¥ 

262 = 3 380 placas que terminan con vocal.
c)	 25 ¥ 24 = 600 placas que comienzan con q. 25 ¥ 24 = 600 placas 

que terminan con q. 25 ¥ 24 ¥ 5 = 3 000 placas que terminan con 
vocal.

Pregunta 9

Sea A un conjunto con n elementos. ¿Cuántos subconjuntos tiene A?

Solución: 2 ¥ 2 ¥…2 = 2 n subconjuntos.
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Pregunta 10

Un profesor de matemáticas tiene siete libros en su librero. Tres son de matemá-
ticas discretas y cuatro de álgebra superior. ¿De cuántas formas puede ordenar 
los libros si:

a)	 ¿No hay restricciones?
b)	 ¿Si se deben alternar las materias?
c)	 ¿Si todos los libros de matemáticas discretas deben estar juntos?
d)	 ¿Si todos los libros de álgebra superior deben estar juntos y los de mate-

máticas discretas también?
e)	 ¿Si los libros de matemáticas discretas deben colocarse de forma que 

tengan dos libros de álgebra superior a cada lado?

Solución:

a)	 7 ! formas de ordenar los libros.
b)	 4 !3 ! formas de alternar las materias.
c)	 5 !3 ! formas de poner los libros de matemáticas discretas juntos.
d)	 2!4!3! formas de poner los libros de matemáticas juntos y de álgebra juntos.
e)	 3 !4 ! formas de poner dos libros de álgebra a cada lado de los libros de 

matemáticas.

Pregunta 11

¿Cuántos enteros entre 10 000 y 100 000 están formados sólo por los dígitos 6, 
7 u 8? ¿Cuántos habrá que no tengan más que los dígitos 6, 7, 8 o 0?

Solución: 35 = 243 números formados por 6, 7 u 8. 3(44) = 768 números 
formados por 6, 7, 8 o 0.

Pregunta 12

Con las letras de la palabra “superior” (supóngase que las dos letras r son 
diferentes),
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a)	 ¿cuántas palabras se pueden formar?
b)	 ¿cuántas palabras de cuatro letras se pueden formar?
c)	 ¿cuántas palabras de doce letras se pueden formar?

Solución:

a)	 8! palabras.
b)	 8 ¥ 7 ¥ 6 ¥ 5 = 1 680 palabras de cuatro letras.
c)	 812 palabras de doce letras.

Pregunta 13

Con las letras de la palabra “dedo”,

a)	 ¿cuántas palabras se pueden formar, suponiendo que las letras d son 
distintas?

b)	 ¿cuántas palabras se pueden formar, suponiendo que las letras d son 
iguales?

Solución:

a)	 4! = 24 palabras.

b)	
4

2
12

!
 palabras distintas.

Pregunta 14

Se van a sentar siete personas en una mesa redonda.

a)	 ¿Cambia la distribución de las personas sentadas en la mesa si pides 
que todas se levanten y se muevan hacia la derecha dos sillas o hacia 
la izquierda tres lugares?

b)	 ¿Cuántas distribuciones distintas de personas sentadas en la mesa existen?
c)	 ¿Cuántas distribuciones distintas de personas sentadas en la mesa exis-

ten si hay dos personas que insisten en sentarse juntas?
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Solución:

a)	 No, la distribución es la misma. Una permutación circular se considera 
igual cuando los elementos se rotan.

b)	 (7 - 1) ! = 6 ! distribuciones distintas.
c)	 2 !5 ! distribuciones distintas con dos personas juntas.

Pregunta 15

¿Cuántos de los primeros 1 000 enteros tienen dígitos distintos?

Solución: 9 + (9)(9) + (9)(9)(8) = 738 números.
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Construcción de significados	
sobre distribuciones muestrales y conceptos 
previos a la inferencia en un ambiente	
de simulación computacional

Santiago Inzunsa Cázares

Resumen: En el presente artículo, presentamos resultados de una investigación 
sobre los significados que un grupo de 11 estudiantes universitarios construyeron sobre 
distribuciones muestrales y otros conceptos previos a la inferencia estadística, en un 
ambiente de simulación computacional como el que proporciona Fathom, un software 
que ha sido desarrollado para la enseñanza de la estadística y la probabilidad. El 
estudio se enfocó en identificar los diferentes elementos de significado puestos 
en juego por los estudiantes y su evolución como consecuencia del ambiente de 
simulación. Los principales conceptos abordados en el estudio fueron la variabilidad 
muestral, el efecto del tamaño de muestra en el comportamiento de las distribucio-
nes muestrales y en las probabilidades de resultados muestrales. Se consideraron 
distribuciones muestrales de medias y proporciones.

Palabras clave: distribuciones muestrales, inferencia estadística, simulación com-
putacional, educación estadística.

Building meanings for sample distributions and inference concepts	
in a computer environment
Abstract: In the present paper we report results of a research about the meanings that a 
group of 11 university students constructed about sampling distributions and other con-
cepts previous to the statistical inference in a computer simulation environment like the 
one provided by Fathom, a software that has been developed for teaching statistics and 
probability. The study focused in identifying the different elements of meaning constructed 
by the students and their evolution as a result of the computer simulation environment. 
The main concepts considered in the study were the sampling variability, the effect of 
sample size on the behavior of the sampling distributions and the probabilities of samples 
results. Sampling distributions of means and proportions were considered in the study.

Keywords: sampling distributions, statistical inference, computer simulation, sta-
tistics education.
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Planteamiento del problema

Una de las áreas con mayor aplicación de la estadística práctica es la inferencia 
estadística. Su importancia radica en que, mediante la aplicación de sus méto-
dos, es posible obtener conclusiones significativas acerca de toda una población	
con base en la información que proporcionan los datos de una sola muestra o 
un experimento. Un concepto clave en el que se fundamentan los métodos de 
inferencia estadística son las distribuciones muestrales, ya que representan el valor 
que puede tomar un estadístico (por ejemplo, la media o la proporción) en cada 
una de las muestras aleatorias de un tamaño dado que se pueden extraer 
de una misma población.

La experiencia de muchos profesores y diversos resultados de investigación 
en educación estadística señalan que las distribuciones muestrales constituyen 
un concepto notoriamente difícil para muchos estudiantes. Por ejemplo, Chance, 
DelMas y Garfield (2004) consideran que la dificultad de las distribuciones mues-
trales radica en que requieren integración y combinación de muchas ideas de 
estadística, tales como distribución, muestra, población, variabilidad y muestreo. 
Lipson (2002) asocia la dificultad a la idea de muestra, al proceso dinámico 
de muestreo y a la diversidad de representaciones matemáticas y simbólicas del 
concepto. Por su parte, Moore (1992) asocia las dificultades de comprensión de la 
inferencia estadística y las distribuciones muestrales a la enseñanza tradicional 
que ha prevalecido hasta ahora, donde se utiliza un enfoque basado en pro-
babilidad, la cual es reconocida como una de las áreas más complejas de las 
matemáticas.

Ante las dificultades que entraña el enfoque formal basado en variables alea-
torias y distribuciones teóricas de probabilidad para los estudiantes con poca for-
mación matemática, muchos educadores estadísticos (Shaughnessy, 1992; Gordon	
y Gordon, 1992; Thisted y Velleman, 1992; Mills, 2002; Sánchez e Inzunsa, 2006) 
han sugerido un acercamiento empírico basado en simulación computacional. En 
este enfoque, la distribución muestral de un estadístico se obtiene seleccionando 
repetidamente muestras de un tamaño dado de una misma población, calculan-
do en cada una de ellas el valor del estadístico y acumulándolo para formar la 
distribución. Este enfoque está conceptualmente más relacionado con el proceso 
real de inferencia y requiere pocos antecedentes matemáticos y probabilísticos por 
parte de los estudiantes (Lipson, 2002; y Moore, 1990).

En el proceso anterior, el software con el que se desarrolla el proceso de 
simulación desempeña un papel muy importante. En el presente estudio hemos 
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utilizado Fathom (Finzer et al., 2002), un software que ha sido diseñado con 
propósitos específicos de enseñanza, el cual le permite al propio usuario cons-
truir la distribución muestral y relacionar durante el proceso de simulación los 
conceptos involucrados a través de diversas representaciones (gráficas, tablas y 
fórmulas) ligadas entre sí. Su naturaleza dinámica permite que el muestreo sea 
observado conforme se va desarrollando y que el usuario pueda observar cómo 
cambia una de las representaciones cuando un dato o parámetro es modificado 
en otra representación. El proceso completo de simulación de una distribución 
muestral en Fathom se puede observar en la siguiente imagen:

En el proceso se pueden identificar tres etapas o niveles importantes: mode-
lación de la población, construcción de la distribución muestral (selección de 
muestras y cálculo de estadísticos) y seccionamiento de la distribución muestral 
para calcular probabilidades de valores muestrales. En cada etapa se involucran 
diferentes conceptos. En la primer etapa, se involucra la población y se calculan 
medidas que la describen (parámetros); en la segunda etapa, se visualiza la dis-
tribución de una muestra y sus medidas de centro y dispersión, mientras que, en 
la tercera etapa, se puede visualizar la distribución muestral seccionada con los 
estadísticos obtenidos en cada una de las muestras seleccionadas y las medidas 
de centro y dispersión.

EM21-1_pp113-128.indd   121 4/13/09   1:01:29 PM



122	 Educación Matemática, vol. 21, núm. 1, abril de 2009

Construcción de significados sobre distribuciones muestrales

Consideramos que las características del software y la manera como se utili-
za en las actividades de enseñanza pueden tener una influencia importante en 
la construcción de significados por parte de los estudiantes. Sin embargo, esta 
línea requiere aún de mucha investigación que ayude a aclarar los puntos más 
problemáticos del aprendizaje de las distribuciones muestrales y su relación con 
la inferencia estadística. Nuestra investigación está orientada en este sentido.

Específicamente, en el presente trabajo nos hemos planteado las siguientes 
preguntas: ¿cuáles son los elementos de significado que los estudiantes atribuyen 
a las distribuciones muestrales y conceptos previos a la inferencia estadística 
como resultado de una enseñanza basada en un ambiente de simulación com-
putacional? y ¿cómo evolucionan dichos significados cuando trabajan en este 
tipo de ambientes?

Antecedentes

Actualmente han empezado a surgir algunos resultados de investigación donde 
se ha utilizado simulación computacional en el estudio de las distribuciones 
muestrales y la inferencia estadística. Dichos resultados empiezan a dar luz sobre 
la complejidad del concepto en este tipo de ambientes y las ventajas que éstos 
aportan respecto al enfoque tradicional basado en probabilidad. Por ejemplo, 
DelMas, Garfield y Chance (1999) realizaron una investigación con estudiantes 
universitarios sobre el papel que desempeña la simulación computacional en la 
comprensión de las distribuciones muestrales y su relación con el teorema del	
límite central. Los resultados indican que, en algunas versiones de la investiga-
ción, se obtuvieron resultados positivos; sin embargo, un número significativo de 
estudiantes no logró comprender las implicaciones básicas del teorema del límite 
central, a pesar de que las actividades estaban dirigidas a ello. Los autores conclu-
yen que una presentación sencilla y clara no conduce necesariamente a una sólida 
comprensión de las distribuciones muestrales.

Por su parte, Lipson (2000) llevó a cabo una investigación con estudiantes 
de posgrado acerca del papel que representa un ambiente de simulación com-
putacional en la formación de esquemas sobre las distribuciones muestrales y su 
impacto en la comprensión de la inferencia estadística. Los resultados señalan 
que un alto porcentaje de estudiantes tuvieron claras muchas de las proposicio-
nes del esquema adecuado de las distribuciones muestrales, como es el caso de 
la relación entre poblaciones y muestras, el parámetro expresa las características 
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de una población, las distribuciones muestrales son descritas por estadísticos y un 
estadístico es una variable. Sin embargo, la mayoría de ellos falló en varias pro-
posiciones que se consideran fundamentales, como la relación entre el tamaño 
de muestra y la variabilidad de una distribución muestral, la distribución muestral 
está centrada en el parámetro y la distribución muestral de un estadístico puede 
ser modelada por una distribución conocida de probabilidad.

También interesados en la conexión entre distribuciones muestrales y el 
proceso de inferencia en un ambiente de simulación computacional, Saldanha 
y Thompson (2002) realizaron una investigación con estudiantes de bachillera-
to. Los investigadores identifican que un esquema adecuado en el proceso de 
muestreo para construir una distribución muestral e interpretar los resultados 
de la simulación involucra tres niveles: selección de las muestras de la población 
y registro del estadístico de interés, repetición del muestreo un gran número de 
veces y acumulación de los valores del estadístico para formar una colección, 
y sección de la colección para determinar qué proporción de estadísticos se 
encuentra entre dos valores dados. Los resultados obtenidos señalan que la 
mayoría de los estudiantes tuvo dificultad para desarrollar dicho esquema.

Por su parte, Meletiou-Mavrotheris (2004) desarrolló un experimento de 
enseñanza con el propósito de explorar el potencial de Fathom para introducir 
a los estudiantes en la inferencia estadística. Los resultados indican que el uso 
del software condujo a los estudiantes a la construcción de un modelo mental 
bastante coherente de las distribuciones muestrales y otros conceptos relacio-
nados con la inferencia estadística. Ella sugiere que un enfoque informal de la 
inferencia estadística, empleando ambientes con las características de Fathom, 
puede ser más efectivo que ambientes convencionales que promueven simula-
ciones del tipo “caja negra”, donde los estudiantes simplemente observan cómo 
la computadora construye la distribución muestral sin permitirles conexiones 
directas entre lo formal y lo informal.

Marco teórico

El marco teórico que hemos utilizado consta de dos componentes. La primera 
tiene que ver con una concepción acerca del significado y la comprensión de 
los objetos matemáticos y estadísticos propuesta por Godino y Batanero (1994; 
1998) y Godino (2002); la segunda consiste en un enfoque mediante el cual las 
computadoras se consideran como herramientas cognitivas con potencial para 
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generar cambios en la actividad mental de los estudiantes cuando exploran con-
ceptos y resuelven problemas matemáticos (Dörfler, 1993; Pea, 1987).

La teoría de los significados propuesta por Godino y Batanero (1994, 1998) 
y Godino (2002) se caracteriza por la adopción de dos enfoques en la definición 
de sus elementos teóricos:

1.	 Un enfoque antropológico en el estudio de la cognición matemática, en 
el cual se parte de que las personas trabajan e interactúan dentro de dife-
rentes grupos o instituciones donde las matemáticas son objeto de estudio	
y, por lo tanto, el significado no es único y está mediado por las caracterís-
ticas del contexto donde se abordan los objetos matemáticos.

2.	 Un enfoque pragmático en el estudio de los objetos matemáticos, que implica 
que el significado de un objeto matemático está en función del sistema de 
prácticas o uso que se hace de él para resolver situaciones-problema.

El enfoque antropológico conduce a tener en cuenta dos dimensiones inter-
dependientes del significado de los objetos matemáticos: significado institucional 
y significado personal. El significado institucional es el significado que un objeto 
matemático tiene para un determinado grupo de profesionales interesados en 
las situaciones-problema de donde éste emerge; mientras que el significado per-
sonal es el significado que una persona (por ejemplo un estudiante) le atribuye 
al objeto matemático.

En nuestro caso, el objeto de interés ha consistido en las distribuciones mues-
trales en un curso introductorio de estadística de nivel universitario. A partir de 
una muestra representativa de libros de estadística, hemos identificado el sistema 
de prácticas prototípicas que utiliza la institución de los educadores estadísticos 
en este nivel para resolver problemas donde surge este concepto; es decir, el signi-
ficado institucional. Dicho significado nos ha servido para diseñar la secuencia de 
actividades que hemos presentado a los estudiantes; además, es importante para 
contrastar los significados personales que han construido durante las activida-	
des con simulación.

Por su parte, el enfoque pragmático permite definir el significado de un objeto 
matemático, como el sistema de prácticas (institucionales o personales) que se 
utilizan para resolver un campo específico de problemas en un determinado con-
texto. En dicho sistema de prácticas, intervienen diversos elementos que se ponen 
en juego de manera interrelacionada en la actividad matemática involucrada en la 
resolución de situaciones-problema. Para dar cuenta de dicho sistema de prácticas 
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y describir la actividad matemática realizada, en Godino (2002) se propone una 
tipología de cinco elementos, de acuerdo con las funciones que desempeñan en 
el trabajo matemático. Esta tipología constituye los elementos de significado que 
permiten establecer tanto el significado personal como institucional de los objetos 
matemáticos. Dichos elementos así como sus funciones específicas son:

1.	 Problemas y situaciones (elementos fenomenológicos). Se refiere al campo 
de problemas o situaciones de las que surge el concepto en estudio.

2.	 Representaciones y lenguaje (elementos representacionales). Es cualquier 
representación verbal o escrita que se utiliza para referirse o representar 
los conceptos y propiedades que intervienen en un problema.

3.	 Acciones y procedimientos (elementos procedimentales). Son los pro-
cedimientos o estrategias que se utilizan para resolver los problemas o 
situaciones presentadas.

4.	 Conceptos y propiedades (elementos conceptuales). Son los conceptos, 
propiedades y sus relaciones con otros conceptos que se ponen en juego 
cuando se resuelve un problema.

5.	 Validaciones y argumentaciones (elementos argumentativos). Los argu-
mentos o validaciones que se utilizan para obtener un resultado, comuni-
carlo a otros o convencerse a uno mismo de su validez.

La comprensión de un objeto matemático desde esta perspectiva consiste en 
un proceso continuo y progresivo donde los estudiantes adquieren y relacionan los 
distintos elementos que componen el significado del concepto.

La otra componente que hemos utilizado tiene que ver con la manera como 
puede usarse la computadora en el proceso de aprendizaje de las matemáticas 
y, particularmente, en el de la estadística. Pea (1987) sostiene que la inteligen-
cia no es una cualidad de la mente sola, sino un producto de la relación entre 
estructuras mentales y herramientas del intelecto proporcionados por la cultura, 
como es el caso de las computadoras. Para Pea (1987, p. 91), “una herramienta 
cognitiva es cualquier medio que ayuda a trascender las limitaciones de la mente 
en el pensamiento, el aprendizaje y las actividades de resolución de problemas”. 
En particular, en el caso de las computadoras constituyen una extraordinaria 
y potente herramienta cognitiva para aprender a pensar matemáticamente; con 
ellas se pueden operar, no sólo números, sino también símbolos; permiten, ade-
más, almacenar y manipular símbolos dinámicamente y permiten interacciones 
con los usuarios en tiempo real.
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Apoyado en estas ideas, Dörfler (1993) propone un marco conceptual sobre 
el uso de la computadora en la educación matemática e identifica algunas 
maneras en las que una herramienta computacional puede generar cambios en 
la actividad mental de los estudiantes:

1.	 Cambio de las actividades a un nivel cognitivo más alto (meta-nivel).
2.	 Cambio de objetos con los que se realizan las actividades.
3.	 Enfoca las actividades en transformación y análisis de representaciones.
4.	 Apoya la cognición situada y resolución de problemas.

Metodología

El tipo de investigación que más se adapta para responder las preguntas planteadas 
es una investigación de tipo cualitativo, en cuanto que lo que interesa es interpretar, 
describir y comprender los significados que estudiantes universitarios atribuyen a 
las distribuciones muestrales en un ambiente de simulación computacional.

Participantes

El estudio se llevó a cabo con 11 estudiantes voluntarios (19-20 años) que toma-
ban un curso de Inferencia Estadística en la carrera de Ingeniería en Informática 
del Instituto Politécnico Nacional (México), los cuales, al inicio del estudio, 
ya habían estudiado el tema de distribuciones muestrales desde una perspectiva 
tradicional, utilizando fórmulas y tablas de probabilidad. Las actividades se desa-
rrollaron en un aula donde cada estudiante disponía de una computadora y el 
investigador no era su profesor de la clase.

Instrumentos

El estudio consistió en nueve actividades, las cuales se desarrollaron durante 20 
sesiones de hora y media (que incluyen sesiones de familiarización con el software, 
aplicación de cuestionarios y entrevistas). Entre las distribuciones poblacionales 
consideradas en las actividades se encontraban distribuciones binomiales, uni-
formes discretas, normales e irregulares discretas. Todos los problemas correspon-

EM21-1_pp113-128.indd   126 4/13/09   1:01:30 PM



Educación Matemática, vol. 21, núm. 1, abril de 2009	   127

Santiago Inzunsa Cázares

dían a distribuciones muestrales de medias y proporciones, dos estadísticos muy
importantes que cubren una amplia gama de aplicaciones en los libros de esta-
dística y a los que con frecuencia se reduce la enseñanza de las distribuciones 
muestrales en los primeros cursos universitarios.

Antes de iniciar las actividades con la computadora, los estudiantes respondie-
ron un examen de distribuciones muestrales y un cuestionario para conocer sus 
significados acerca de los conceptos investigados. Durante el estudio recibieron 
hojas de trabajo para cada una de las actividades. Cada actividad fue guardada en 
un archivo de computadora, lo cual fue complementado con videograbación de 
varias sesiones y un diario de observación que se llevó durante el transcurso 
del estudio. Al final de las actividades con la computadora, se les suministró de 
nuevo un cuestionario para explorar sus significados sobre los conceptos involu-
crados y conocer el efecto de las actividades con el software. Algunos estudiantes 
fueron entrevistados en torno a los mismos conceptos con el propósito de profun-
dizar en los significados construidos.

Procedimientos

Como fundamento para el estudio de los significados, diseñamos un proceso de 
aprendizaje en el que se planteó que fuera el mismo estudiante con su acción 
sobre los problemas propuestos quien construyera significados sobre los con-
ceptos involucrados. De ahí que el investigador únicamente sirviera de guía y 
proporcionara ayuda sólo cuando era estrictamente necesario para continuar con 
las actividades. Cada problema involucraba diferente distribución poblacional 
y la manera de abordarlos consistió en construir distribuciones para muestras 
de diferente tamaño, con un incremento gradual en el número de muestras se-	
leccionadas para posibilitar que los estudiantes descubrieran propiedades y 
construyeran conceptos como la variabilidad muestral, las implicaciones del teo-
rema del límite central en el comportamiento de las distribuciones y el cálculo 
de probabilidades de valores muestrales.

En el análisis de los datos, hemos tenido en cuenta primeramente las cinco 
componentes de significado de un objeto matemático que se establecen en 
Godino (2002), así como las diferentes etapas que se han identificado en el pro-
ceso de simulación con Fathom, en las cuales tienen lugar diferentes elementos 
de significado que nos interesa resaltar. Dichas etapas son:
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a)	 Modelación de la población.
b)	 Construcción de la distribución muestral.
c)	 Seccionamiento de la distribución muestral para calcular probabilidades 

de valores muestrales.

Resultados y análisis

Situaciones-problema (elementos fenomenológicos)

Las situaciones planteadas en el estudio pertenecen a un campo de problemas 
de las distribuciones muestrales en el cual se busca calcular probabilidades de 
algunos valores muestrales mediante un proceso deductivo, donde se supone 
conocida la distribución de la población y sus parámetros. Este tipo de proble-
mas es muy común en los libros antes del estudio de la inferencia estadística. Un 
ejemplo representativo del tipo de situaciones que se abordaron es el siguiente:

En una fábrica de cojinetes para automóvil se ha desajustado una máquina y 
30% de su producción está saliendo defectuosa.

a)	 Si se toma una muestra de tamaño 80, ¿cuántos cojinetes defectuosos 
esperarías en la muestra?

b)	 ¿Cuál es la probabilidad de que en una muestra de tamaño 80 existan 
30 o más defectuosos?

c)	 ¿Cuál es la probabilidad de que aparezcan 20 o menos defectuosos en 
la muestra de tamaño 80?

En los textos de estadística, estos problemas se resuelven por lo general 
mediante la estandarización de la distribución real y con el apoyo de tablas 
de probabilidad. En nuestro caso, los problemas se resolvieron mediante la 
técnica de simulación con Fathom, en la cual se requieren acciones diferentes	
por parte de los estudiantes, como la formulación de un modelo poblacional, la 
extracción de muestras, y el cálculo y acumulación de los resultados muestrales. 
No se requiere estandarización y las probabilidades se calculan de manera fre-
cuencial a partir de la colección de resultados que comprenden la distribución 
muestral empírica.
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Representaciones y lenguaje (elementos representacionales)

El tipo de representaciones (gráficas, numéricas y simbólicas) que proporciona el 
software, así como la manera en que se relacionan entre sí, fueron elementos 
clave que tuvieron implicaciones en los demás componentes de significado 
(acciones, conceptos, propiedades y argumentaciones) que los estudiantes cons-
truyeron a lo largo de las actividades, desde la formulación del modelo hasta el 
cálculo de probabilidades.

Por ejemplo, un factor importante para tener éxito en la formulación del 
modelo está ligado a la selección de la representación adecuada (véanse las 
figuras 1 y 2). Si la población es discreta, los elementos hipotéticos se escriben 
en una tabla de casos que reproduzca el valor del parámetro; si la población 
es continua, los elementos se generan mediante una fórmula. Sin embargo, estos 
criterios no fueron comprendidos por muchos estudiantes hasta las actividades 
finales del estudio.

Un ejemplo de ello lo tomamos de la primera actividad introductoria (pobla-
ción con distribución binomial, p = 0.5), en la cual se pedía simular muestras de 
10 lanzamientos de una moneda y calcular las proporciones de águilas en cada 
muestra (véase la figura 3). En los primeros dos modelos, se observa que los estu-
diantes no identifican los elementos de la población, en cambio, se introducen 
posibles proporciones de águilas que podrían suceder en el muestreo. Estos modelos 
estuvieron influidos por la simulación física que realizaron los estudiantes con 
una moneda antes de las actividades, en la cual se pedía realizar 10 conjuntos 
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de 10 lanzamientos. Por su parte, los dos últimos modelos son correctos, ya que 
ambos reproducen el valor del parámetro, aunque con diferente cantidad de ele-
mentos. En posteriores actividades, se observó que muchos estudiantes seguían 
teniendo problemas para identificar los criterios correctos para la formulación del 
modelo, no obstante que en algunos casos se trataba de poblaciones similares 
pero con diferentes parámetros.
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Figura 4 Conexión entre diversas representaciones de una distribución muestral

Una vez construido el modelo de la población, fue práctica frecuente calcular 
sus medidas descriptivas (media y desviación estándar) en una tabla resumen, así 
como su representación gráfica. Estas representaciones sirvieron de referencia para 
que los estudiantes establecieran relaciones con las medidas descriptivas de las 
muestras que seleccionaban, lo cual les permitió observar la variabilidad muestral 
alrededor del parámetro.

La representación gráfica de la distribución muestral más utilizada fue el 
histograma, el cual se forma a partir de la tabla con estadísticos acumulados. 
Adicionalmente, se puede utilizar una fórmula para filtrar muestras que cumplen 
con ciertos valores y reflejarlos en la representación gráfica (véase la figura 4). De 
esta manera, se conectan las tres representaciones y se visualizan en el sombrea-
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do de una región de la distribución. A pesar de la importancia de esta conexión 
entre representaciones para darle sentido al cálculo de probabilidades, sólo un 
par de estudiantes logró establecerlas al final del estudio, cuando ya se habían 
apropiado de la herramienta computacional.

En suma, durante todo el proceso de simulación, los estudiantes pudieron 
establecer relaciones entre los diversos conceptos involucrados, como son po-
blación, muestra, variabilidad muestral y el efecto de tamaño de muestra, el 
comportamiento de la distribución muestral y las probabilidades de resultados 
muestrales, mediante las diversas representaciones, como histogramas, tablas 
de casos, tablas con medidas descriptivas, fórmulas para calcular estadísticos y 
proporciones de resultados muestrales y realizando ajustes de una distribución 
teórica con una distribución empírica.

Esta conexión entre representaciones fue importante para que muchos estu-
diantes construyeran significados correctos de diversos conceptos involucrados. 
Un ejemplo de ello es el caso de Omar, quien en el examen diagnóstico mostró 
dificultades en la comprensión de la variabilidad muestral. En una entrevista final 
respondió a los cuestionamientos del investigador en el contexto de la siguiente 
actividad: en una fábrica de cojinetes para automóvil se ha desajustado una máqui-
na y 30% de su producción está saliendo defectuosa.

Investigador: Toma una muestra de tamaño 10, repite el proceso y observa 
lo que sucede con la proporción de defectuosos.

Omar: No se aleja mucho de 3.
Investigador: ¿Cómo esperarías que variara esa proporción?
Omar: Que no fuera mucho mayor que 3 ni mucho menor que 3.
Investigador: Proporciona límites entre los cuales podrían estar los resultados.
Omar: Pues casi siempre va a salir entre 2 y 4, más o menos.
Investigador: Ahora observa cómo es la proporción de defectuosos cada vez 

que tomas una muestra y compárala con la proporción de defectuosos en 
la población. ¿Hay alguna relación entre ambas proporciones?

Omar: Pues de cierto modo, porque la proporción poblacional es la proporción 
real y la muestral no sale exactamente igual, porque no estamos tomando 
toda la población, simplemente es una muestra. Pues, obviamente la de la 
muestra va a ser diferente a la de la población.

Investigador: Pero ¿qué tan diferente?
Omar: No mucho, pero entre mayor sea la muestra más se va acercar a la real.
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En las respuestas de Omar se puede observar que ha construido una idea 
correcta de la variabilidad de la proporción alrededor del parámetro poblacional 
y de la representatividad de una muestra. Esto sin duda es un reflejo de las 
situaciones que trabajó en el ambiente de simulación y estadística dinámica.

Acciones y procedimientos (elementos procedimentales)

En el diseño de las actividades y las características del software, desde luego 
mediaron las acciones y estrategias de los estudiantes. En la parte correspon-
diente al modelo poblacional, sus estrategias de formulación no siempre estuvie-
ron bien dirigidas, ya que muchos estudiantes no tenían claro que era necesario 
identificar el tipo de variable y el valor del parámetro para una correcta formu-
lación; como ejemplo de ello podemos mencionar que en una de las actividades 
que trataba de una población binomial con 30% de cojinetes defectuosos, la cual 
se describió en párrafos anteriores, muchos estudiantes consideraron equipro-
bables ambos resultados, mientras que en otra actividad con variable continua 
intentaron modelar la población como si fuera discreta.

En la etapa de la selección de muestras se observaron acciones por parte de 
algunos estudiantes que dificultaban la construcción de la distribución muestral. 
Por ejemplo, cuando se pedía seleccionar 1 000 muestras de tamaño 10, seleccio-
naban 1 muestra de tamaño 1 000. Esta confusión también ha sido identificada 
por Saldanha y Thompson (2002) y se relaciona con la dificultad de pasar de una 
muestra individual a una distribución de muestras. Este paso es considerado muy 
importante para adquirir un buen razonamiento e interpretación de los resultados 
de distribuciones muestrales.

Se observó otra confusión importante relacionada con la idea de muestra indi-
vidual en la siguiente actividad: una máquina de refrescos está diseñada para que 
la cantidad de bebida que sirve promedie 240 ml con una desviación estándar de 
5 ml. La máquina se verifica periódicamente, para ello, se toma una muestra de 40 
bebidas y se calcula el contenido promedio (media). Si la máquina recibe manteni-
miento cuando el contenido promedio de la muestra es menor que 239 ml o mayor 
que 241 ml, ¿qué proporción de veces recibirá mantenimiento la máquina?

Una pareja de estudiantes calcularon la probabilidad de un resultado muestral 
utilizando una muestra particular en lugar de utilizar la distribución que con- 
tenía las medias de 1 000 muestras (véase la figura 5). Es decir, confundieron los 
resultados de una muestra particular con la distribución muestral, por la simi-
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litud que en este caso existía entre ambas, lo cual implica que calcularon la 
proporción de datos de la muestra que se encontraban entre ciertos límites, en 
lugar de calcular la proporción de muestras.

En este mismo sentido, en otra actividad que fue videograbada, se observó 
que otra pareja de estudiantes utilizaron la última muestra de una distribución 
de 1 000 muestras seleccionadas de una población binomial con un 30% de 
cojinetes defectuosos, en lugar de utilizar la distribución muestral. Cuando el 
investigador los cuestiona sobre lo anterior, señalan que el enunciado “calcular 
la probabilidad de que en una muestra” los hizo proceder de esa manera. Un 
extracto de la conversación con los estudiantes se muestra a continuación:

Libnia: No hay ninguna probabilidad de que existan más de 30 defectuosos 
en una muestra de tamaño 80, pues son 24 en total. [Está observando el 
resultado de la última muestra.]

Edgar: Falta considerar las 1 000 muestras de tamaño 80. [Acertadamente 
opina Edgar.]

Libnia: Me confundo, aquí se me pide una muestra de tamaño 80. Ésta es 
una muestra de tamaño 80.

Edgar: Exacto.
Libnia: Si yo trabajo sobre las 1 000 muestras de tamaño 80, no estoy contes-

tando lo que se me pide, porque aquí dice que trabaje sobre la muestra 
de tamaño 80 y la muestra de tamaño 80 es ésta.

Figura 5 Cálculo de probabilidades utilizando los resultados de una muestra
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Conceptos y propiedades (elementos conceptuales)

Los principales elementos conceptuales que nos propusimos investigar y que 
se tuvieron en cuenta en el diseño de las actividades son: variabilidad muestral, 
las implicaciones del teorema del límite central en las distribuciones muestrales 
y el cálculo de probabilidades de resultados muestrales. Para el estudio de las 
implicaciones del teorema del límite central, se hizo énfasis en la construcción 
de distribuciones para diferentes tamaños de muestra sobre una misma gráfica, 
con la idea de facilitar la comparación entre ellas.

En las primeras actividades observamos que no era sencillo que los estu-
diantes tuvieran una comprensión inmediata de sus implicaciones del teorema 
con sólo variar la población y el tamaño de muestra. Si bien algunos estudiantes 
señalaban algunos rasgos de comportamiento, otros centraban su atención en 
situaciones triviales, como el grosor de las barras de los histogramas o en los 
decimales de las medidas descriptivas. Hubo necesidad entonces de rediseñar 
preguntas en las siguientes actividades para enfocar más la atención en las propie-
dades de forma, centro y distribución de las distribuciones muestrales. Veamos 
a continuación las respuestas en las actividades 4 y 5 (distribuciones con forma 
irregular) de dos estudiantes que no habían apreciado correctamente las propie-
dades en las actividades anteriores.

Realmente el centro no es muy variable, está entre 17.2 y 17.4 sin importar 
el tamaño de la muestra, pero entre mayor sea el tamaño de la muestra, 
menor será la dispersión […] Entre más se incremente el tamaño de muestra 
la distribución toma la forma de distribución normal [Viridiana].

No importa el tamaño de la muestra, la media es casi igual, sólo es dife-
rente por decimales, en cambio la desviación sí afecta, entre mayor sea el 
número, más pequeña es la desviación […] El centro, tanto en las muestras 
como en la población, es igual con diferencia en decimales, pero la dispersión 
sí varía e influye el tamaño de muestra [...] Cuando la muestra se incrementa, 
hay un mayor ajuste en la curva de la distribución normal [Ana Lilia].

Si redondeamos el centro de la población, es igual al centro de cada una 
de las distribuciones, mientras que la dispersión tiende a disminuir cada vez 
que aumenta el tamaño de la muestra […] Las barras se adelgazan mientras 
el tamaño de la muestra aumenta [Jorge].
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En la deducción de las propiedades, la mayoría de los estudiantes utilizaron 
más las representaciones numéricas (tabla resumen con medidas descriptivas) 
que las representaciones gráficas. Es decir, centraban su atención en los valores 
de la media y la desviación estándar de la población y en la media y desviación 
estándar (error estándar) de las distribuciones muestrales y las relacionaban con el 
tamaño de muestra.

Al final de las actividades, entrevistamos a Mónica para conocer el significado 
que había desarrollado sobre las implicaciones del límite central. En la entrevista, 
ella dispuso de una representación gráfica (véanse las figuras 6 y 7) que fue clave 
tanto para entender las propiedades de las distribuciones muestrales, como para 
interpretar el efecto del tamaño de muestra en las probabilidades.

Investigador: ¿Tú crees que haya alguna relación entre la población y la 
distribución muestral?

Mónica: Bueno, aquí en la población son los valores del dado y aquí son las 
medias de los valores de los dados.

Investigador: ¿Entonces, no tienen por qué parecerse?
Mónica: Yo digo que no. En la población son valores originales y en la distri-

bución muestral son valores ya procesados.
Investigador: Si en lugar de esta forma uniforme de la población, se tuviera 

una población como columpio, ¿crees que eso repercutiría en la forma de 
la distribución muestral?

Mónica: No, por lo regular la forma de la distribución muestral siempre nos da 
normal.

Investigador: ¿Independientemente de la forma de la población?
Mónica: Sí.
Investigador: ¿Qué pasa con la media de la distribución muestral comparada 

con la media de la población?
Mónica: La media por lo general siempre se acerca a la media poblacional.
Investigador: ¿Qué pasa con la desviación estándar?
Mónica: La desviación estándar es la que sí varía, se hace más pequeña, 

conforme aumenta el tamaño de muestra.

Para calcular e interpretar las probabilidades, Mónica vinculó una tabla con 
los valores de las medias con el histograma y utilizó la opción de filtro para 
sombrear los resultados de interés (véase la figura 7).
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Figura 6 Distribuciones muestrales para n = 5 y n = 15

Figura 7 Distribución muestral para n = 30
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Investigador: ¿En cual de las dos distribuciones es más probable que apa-
rezca una media de 4 o más?

Mónica: En la de tamaño 5.
Investigador: ¿Por qué?
Mónica: Porque tenemos muchos más valores hacia la derecha de 4.
Investigador: Si se tratara de hacer apuestas, ¿a qué valores le apostarías?
Mónica: Entre 3 y 4.
Investigador: ¿Y si quisieras aumentar tu probabilidad de ganar?
Mónica: Entonces elegiría entre el 2 y el 5.

Como vemos, en el ambiente computacional, Mónica pudo elaborar nociones 
fundamentales concernientes a la teoría de las distribuciones muestrales, a saber, 
la variabilidad muestral, la dependencia de ésta en relación con el tamaño de 
muestra, la convergencia de la distribución muestral hacia una distribución normal 
y el efecto del tamaño de muestra en la variabilidad de las distribuciones y en la 
probabilidad de resultados muestrales.

Argumentaciones (elementos argumentativos)

La conexión entre representaciones gráficas, numéricas y simbólicas fue un 
elemento importante en la producción de argumentos, como recurso de control 
y validación del proceso de solución. Por ejemplo, los estudiantes pudieron esta-
blecer relaciones sobre el efecto del tamaño de muestra en el comportamiento 
de las distribuciones muestrales mediante la comparación de medidas descrip-
tivas y visualizando la forma de las gráficas. De igual manera, pudieron explorar 
la variabilidad muestral tomando muestras una a una y observando cómo cam-
biaban sus medidas descriptivas. Por su parte, las representaciones simbólicas 
proporcionadas en el inspector y el editor de fórmulas fueron utilizadas como 
recurso de advertencia cuando los estudiantes cometían errores de sintaxis. Por 
ejemplo, en la actividad 1, Ana Lilia cometió un error al introducir la fórmula 
de la proporción (véase la figura 8) y se percató cuando tomó 1 000 muestras y 
todas le dieron 1 como resultado.

Otro recurso de validación que se utilizó en las últimas actividades fue la 
superposición de la distribución teórica con la distribución empírica. En dicho 
proceso, la mayoría de los estudiantes tuvieron dificultades para identificar los 
parámetros de la distribución teórica e introducirlos correctamente en el editor 
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de fórmulas. Por ejemplo, en el caso de la distribución muestral de medias, se

tiene que: x  y x
n

.

Un ejemplo de ello lo tomamos de la actividad de Gerardo en la actividad 
4 (véase la figura 9), quien introduce la desviación estándar de la distribución 
muestral en lugar de la desviación estándar poblacional.

Figura 8 Inspector de fórmulas como recurso de validación
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Análisis comparativo entre significados previos 
y posteriores a las actividades de simulación

Los resultados del examen previo a las actividades de simulación nos proporcio-
nan una idea de los significados construidos por los estudiantes en la enseñanza 
tradicional que recibieron del tema. El análisis refleja que sus acciones principa-
les se centraron en sustituir los datos de los problemas en la fórmula de estan-
darización para determinar la probabilidad de un resultado muestral mediante 
tablas. La mayoría de los estudiantes no utilizaron de manera sistemática las repre-
sentaciones gráficas y el sombreado de regiones de la distribución, no obstante 

Figura 9 Distribuciones teórica y empírica obtenidas por Gerardo
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su importancia para transitar del ámbito de los datos reales a los datos estan-
darizados, lo cual los condujo a cometer diversos errores en el cálculo de las 
probabilidades. El principal elemento conceptual que se puso en juego fue el 
cálculo de probabilidades de resultados muestrales.

Como consecuencia de lo anterior, en el cuestionario diagnóstico —el cual se 
enfocó a aspectos conceptuales más que procedimentales—, se observó que los 
significados personales de muchos estudiantes eran superficiales y en muchos 
casos, erróneos. Por ejemplo, para explorar la relación entre el tamaño de la 
muestra y la variabilidad de las distribuciones muestrales, un ítem del cuestiona-
rio disponía de cinco distribuciones para tamaños de muestra 5, 10, 15, 20 y 25, 
respectivamente, las cuales fueron extraídas de una población con distribución 
normal. Se requería que asignaran el tamaño correspondiente a cada una de 
ellas e identificaran el valor de la media de la población. Sólo dos estudiantes 
asignaron correctamente el tamaño de muestra y cuatro identificaron el valor de 
la población, aunque con argumentos poco fundamentados que nos dejan ver 
un conocimiento superficial de los conceptos involucrados.

En resumen, los resultados del examen y el cuestionario previos muestran 
que, en muchos casos, el significado personal de los estudiantes no contempla 
importantes elementos conceptuales necesarios para una comprensión adecua-
da de las distribuciones muestrales, como es el caso de la apreciación de la varia-
bilidad muestral y las implicaciones del teorema del límite central. Su lenguaje 
(representaciones verbales) ha sido insuficiente en algunos casos para argumen-
tar correctamente muchos de los resultados y las representaciones gráficas no 
se utilizaron de manera sistemática. Su significado está ligado principalmente al 
uso de fórmulas y tablas de probabilidad.

Por su parte, en el cuestionario posterior se propusieron diversos ítems que 
nos permitieran analizar el significado construido por los estudiantes en las acti-
vidades de simulación y poder así establecer comparaciones con los significados 
previos. Un concentrado de las respuestas a ambos cuestionarios se muestra en 
el cuadro 1. Un ejemplo representativo de este cuestionario es el siguiente:

En las figuras 10 y 11 se presentan la distribución de una población y dos 
distribuciones muestrales de medias para muestras de tamaño 2 y 30. Coloca 
el tamaño de muestra en la distribución que corresponda.

El ítem fue respondido correctamente por siete estudiantes, de los cuales 
cinco dan argumentaciones que involucran a la variabilidad de manera correcta. 

EM21-1_pp129-144.indd   141 4/13/09   1:02:52 PM



142	 Educación Matemática, vol. 21, núm. 1, abril de 2009

Construcción de significados sobre distribuciones muestrales

Figura 10 Distribución de la población

Figura 11 Distribuciones muestrales
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Ninguno hizo referencia a la forma, que era otra propiedad a la que se podía 
hacer alusión, pues la muestra más grande genera una distribución más normal 
que la muestra pequeña. Por su parte, los cuatro estudiantes que contestaron 
incorrectamente argumentan que en la primera distribución hay más datos, y otros 
señalan la similitud con la población conforme mayor es la muestra. En diver-
sos ítems estos estudiantes han mostrado esa idea incorrecta de que, a mayor 
número de datos, hay más variabilidad, además, han leído de manera incorrecta 
las gráficas, señalando que hay más datos en una que en otra.

Otro de los ítems con el que nos propusimos evaluar el efecto del tamaño 
de muestra en la probabilidad fue el siguiente: En una población de estudiantes, 
el peso medio es de 60 kg y una desviación estándar de 5 kg. Si se seleccionan 
dos muestras aleatorias de dicha población, una de tamaño 10 y otra de tamaño 
100, ¿en cuál consideras que es más probable tener una media muestral menor 
que 55 kg?

a)	 En la muestra de tamaño 10.
b)	 En la muestra de tamaño 100.
c)	 En ambos muestras se tiene la misma probabilidad.

Cuadro 1 Comparación de resultados en los cuestionarios previo y posterior

Conceptos y propiedades investigados Previo Posterior

Variabilidad de un conjunto de datos en una gráfica 3 5

Variabilidad muestral 5 5

Efecto del tamaño de muestra en la variabilidad 
de una distribución muestral

3 7

La media de la distribución muestral está centrada 
en la media de la población

4 9

La diferencia entre la media muestral y la media 
poblacional puede deberse a la variabilidad muestral

3 9

Efecto del tamaño de muestra en la probabilidad 
de un resultado muestral

1 8

Efecto del tamaño de muestra en la forma 
de la distribución muestral

2 5
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Ocho estudiantes contestaron correctamente y en sus argumentos se observa 
que han construido un significado correcto del efecto del tamaño de muestra en 
la probabilidad, la cual la relaciona con la variabilidad.

Gerardo: Porque hay más datos esparcidos y, en una de 100, por lo general 
los resultados se centrarían más en la media de 60.

Ana Lilia: En la muestra de 10, por tener mayor dispersión que la muestra 
de tamaño 100.

Mónica: Puesto que tiene más variabilidad en los datos, la media muestral se 
aleja más de la poblacional.

Omar: Porque la dispersión es mayor, por lo tanto, los posibles resultados se 
pueden alejar más de la media.

Discusión

El análisis de los diferentes elementos de significado (representaciones, acciones, 
conceptos, propiedades y argumentaciones) utilizados por los estudiantes en el 
ambiente computacional señala que muchos estudiantes construyeron correcta-
mente diversos conceptos y nociones contemplados en el significado institucional 
de las distribuciones muestrales. En la construcción de dichos significados, fueron 
importantes tanto las características de herramienta cognitiva del software, como 
la manera en la cual se implementó mediante el diseño de las actividades de 
simulación.

Por ejemplo, la posibilidad de incrementar poco a poco la cantidad de muestras 
seleccionadas de una población y construir sobre una misma gráfica distribucio-
nes muestrales para diferentes tamaños de muestra permitió a los estudiantes 
establecer relaciones entre diversos conceptos, como el tamaño de muestra, 
la forma, el centro, la variabilidad muestral de las distribuciones muestrales y la 
probabilidad de resultados muestrales a través de representaciones gráficas, 
numéricas y simbólicas entrelazadas entre sí.

Sus acciones se orientaron a la construcción por ellos mismos de las distribucio-
nes muestrales, estableciendo el modelo de la población, extrayendo muestras, 
calculando y acumulando estadísticos para, finalmente, calcular probabilidades de 
resultados muestrales. Este proceso se pudo observar a través de la transforma-
ción y análisis de representaciones que frecuentemente realizaron los estudian-
tes. Superponer una distribución teórica a una distribución empírica, sombrear
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áreas correspondientes a la probabilidad calculada, comunicarse con la compu- 
tadora mediante la introducción de una fórmula y recibir retroalimentación de los 
posibles errores son ejemplos de recursos de validación y generación de argu-
mentos que muestran el nivel cognitivo en el que se involucraron los estudiantes, 
el cual no está presente en las actividades que realizan en un ambiente tradi-
cional, donde la actividad se resume al empleo y sustitución de fórmulas y al 
manejo de tablas de probabilidad, principalmente.

Los objetos sobre los que se realizaron las acciones fueron cualitativamente 
diferentes. Por ejemplo, en un ambiente tradicional, la población se define por lo 
general mediante un enunciado que señala el tipo de distribución y sus paráme-
tros, sin ninguna referencia concreta. En cambio, en el ambiente de simulación, los 
estudiantes se vieron obligados a modelar la población y visualizarla por medio 
de representaciones menos abstractas, como es una tabla con los elementos po- 
blacionales hipotéticos, complementándola en algunas actividades con una gráfica 
y sus medidas descriptivas. De esta manera, el objeto “población” se volvió visible y 
más concreto para los estudiantes.

Además, acciones que son importantes en el enfoque tradicional, como la 
estandarización de la distribución muestral para poder utilizar las tablas de pro-
babilidad, y que son fuente de numerosos errores de cálculo, no fueron necesa-
rias en el ambiente de simulación. Por el contrario, acciones que no se requieren 
en el enfoque tradicional, como es el caso de la formulación de un modelo de 
población, fueron un elemento importante en el enfoque de simulación.

Sin embargo, el proceso de simulación no estuvo exento de dificultades y los 
estudiantes exhibieron algunas confusiones en algunas etapas del proceso. Las 
principales dificultades estuvieron relacionadas principalmente con el uso de las re-
presentaciones simbólicas del software, como es el caso de la formulación del 
modelo poblacional, la definición de la expresión para calcular el estadístico en 
las muestras y la definición de las expresiones para calcular las probabilidades 
de resultados muestrales. En cuanto a las confusiones, destacan la confusión 
entre distribución de una muestra con una distribución muestral (dado el parecido 
de ambas) y la tendencia a ver a las muestras de manera aislada, en lugar de 
verlas como distribuciones.

Por todo ello, consideramos que el concepto de distribuciones muestrales 
resultó complejo para los estudiantes, ya que, a pesar del diseño de las activida-
des y las características educativas del software, en el cuestionario posterior y las 
entrevistas con algunos estudiantes, se observa que algunos estudiantes tuvieron 
cierta evolución en los significados, aunque de manera diferenciada, llegando a 
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obtener muy buenos resultados en algunos ítems, mientras que en otros, hubo 
un incremento apenas notable en las respuestas correctas y sus argumenta-
ciones; no fue el caso de otros, que continuaron sin comprender importantes 
conceptos como la variabilidad muestral y el efecto del tamaño de muestra sobre 
ella, así como en la forma de las distribuciones muestrales.

Implicaciones para la enseñanza	
de las distribuciones muestrales

Entre las ventajas que observamos al resolver problemas mediante simulación 
podemos mencionar las siguientes:

1.	 Los estudiantes fueron partícipes de todo el proceso, desde la formulación 
de la población hasta el cálculo de probabilidades, utilizando para ello 
diversas representaciones (aspecto representacional al que se refiere Biehler, 
1991) que estuvieron a su alcance en la mayoría de los casos. Esto permi-
tió que los estudiantes se enfocaran en el proceso y también en el resulta-
do, a diferencia del ambiente tradicional, donde usualmente el énfasis se 
centra en los resultados.

2.	 La manera en la que los estudiantes pudieron calcular e interpretar las 
probabilidades de resultados muestrales como proporciones de casos de 
interés en un total de casos observados y que ellos mismos generaron 
mediante la toma de muestras, ayudados sobre todo por las característi-
cas del software, el cual les permitió calcular los resultados mediante una 
expresión definida por ellos mismos y, en algunos casos, filtrarlos y hasta 
sombrearlos.

3.	 El ambiente de simulación volvió triviales, y en algunos casos hizo inne-
cesarios (aspecto computacional que señala Biehler, 1991), procesos que 
son laboriosos y complicados en un ambiente de lápiz y papel, como la 
estandarización de la distribución muestral y el uso de tablas de probabi-
lidad, los cuales son fuente de diversos errores al resolver los problemas.

4.	 Observamos, además, que los estudiantes le encuentran sentido a la reso-
lución de problemas de distribuciones muestrales mediante simulación, ya 
que han construido por sí mismos las distribuciones, generando las pobla- 
ciones, tomando muestras, definiendo estadísticos y calculando sus probabi-
lidades como proporciones de casos que se han presentado.
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Por todo ello, los resultados sugieren que es importante que, antes de que los 
estudiantes se inicien en el estudio de la inferencia estadística, tengan experien-
cias de enseñanza donde exploren el concepto de distribuciones muestrales y 
sus propiedades, el teorema del límite central y el efecto del tamaño de muestra 
en la probabilidad de un determinado resultado muestral; un ambiente de esta-
dística dinámica, apoyado en representaciones múltiples, parece ser apropiado 
para ello.

Consideramos que los significados que los estudiantes atribuyen a las dis-
tribuciones muestrales después de la experiencia de enseñanza con simulación 
les pueden ayudar a comprender más fácilmente procedimientos inferenciales. 
Por ejemplo, en los procesos de estimación, es importante el hecho de entender 
cuáles son los valores más probables de ciertos resultados muestrales y alrede-
dor de qué valor se encuentran. Así como entender que, cuando la variabilidad 
muestral rebasa ciertos límites, puede deberse a causas no atribuibles al azar, lo 
que es importante en procesos de prueba de hipótesis.
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El monje matemático	
y el biólogo evolucionista

María del Carmen Sánchez Mora

Cuando se tratan los temas de genética en clase, muchos estudiantes de biología 
se encuentran con la sorpresa de que les piden resolver problemas en los que 
aparecen algunos cálculos y, desde luego, el empleo de probabilidades. Por su 
parte, la mayoría de los educadores en biología coinciden en que abordar proble-
mas de genética es una manera sumamente instructiva de comprender a fondo 
la genética mendeliana.

Al principio, los alumnos encuentran estos problemas muy complicados, pero 
a fuerza de trabajarlos se dan cuenta de que la mayoría son del mismo tipo y 
que el secreto para resolverlos está, más que en el manejo de las matemáticas, 
en la comprensión de las leyes de Mendel.

Hasta aquí se ha hablado de matemáticas, de Mendel, de genética y su ense-
ñanza; quizá, salvo el primero, el resto de los temas desconcierte a los lectores 
docentes de matemáticas. La intención de estos párrafos es todavía más aventura-
da, porque, ante todo, se pretende hablar de Charles Darwin, el genial naturalista 
inglés cuya idea de la evolución a través de la selección natural cambió radical-
mente la biología y cuyo aniversario número 200 de nacimiento se celebró el 12 
de febrero pasado en casi todo el mundo. Una vez hecha esta aclaración, el lector 
podrá sentirse todavía más confundido que al principio, al punto de que sin duda 
en este momento se preguntará: ¿qué tienen que ver Darwin, Mendel, la genética 
y las matemáticas?

Intentaremos responderlo a continuación.

La herencia en tiempos de Darwin

Charles Darwin fue, probablemente, uno de los biólogos más importantes del 
siglo xix, ya que fue el iniciador de la biología evolutiva, piedra angular de la 
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ciencia moderna. Varios historiadores de la ciencia han sugerido que los cono-
cimientos básicos que poseía de ciertos principios de la herencia lo ayudaron 
a organizar el pensamiento que lo llevó a desarrollar su revolucionaria teoría de 
la evolución. Sin embargo, su conocimiento de lo hereditario no era más amplio 
que el de cualquier campesino o granjero de su época. Como hijo de un caba-
llero terrateniente, y por haber vivido en la campiña, Darwin había observado, y 
tenía muy claro, que la descendencia suele parecerse a sus padres. Sabía que la 
progenie de los animales más pesados suele ser más pesada y que las hijas de las 
vacas lecheras más rendidoras también suelen producir más leche. Aun con esta 
elemental comprensión de la herencia, e incluso con el manejo de explicaciones 
equivocadas acerca de su mecanismo, Darwin fue capaz de formular una de las 
ideas más poderosas de la biología. El mayor problema al respecto fue que se 
basó en la única explicación intelectualmente respetable de su época, que era 
la de la herencia mezclada. Esto es, se creía que la “sangre” o las características 
hereditarias de ambos padres se mezclaban en los hijos como dos colores dife-
rentes de tintas que se combinan formando un tercer color. Esta idea parecía 
funcionar a veces para explicar la herencia de algunas características hereditarias, 
como la altura o el peso, que se presentan en un continuo gradual; sin embargo, 
no funcionaba para comprender los resultados de muchos otros cruzamientos u 
observaciones en la naturaleza.

Resulta sorprendente ver hoy día cómo una creencia fuertemente arraigada 
ciega a sus proponentes y seguidores, incluso ante contradicciones obvias. De 
acuerdo con la idea de la mezcla de características, tan común en la época de Darwin, 
podría predecirse que la descendencia de un caballo negro cruzado con una 
yegua blanca sería siempre gris y que los colores originales negro y blanco de los 
progenitores nunca reaparecerían en la progenie sucesiva si se siguieran cruzan-
do entre sí caballos y yeguas grises. Pero en la realidad sucede que el color de 
los hijos, resultado de estas cruzas, no siempre es gris, sino que muchas veces 
surgen descendientes blancos o negros. De manera similar, se observa que si un 
perro cocker color miel se cruza con uno negro, los cachorros serán negros o 
miel, pero nunca de un color intermedio entre miel y negro.

Como es de suponerse, la teoría de la mezcla de “sangres” no explicaba 
muchos casos que se observaban en la naturaleza, pero se prefería no mencio-
narlos, o bien, ignorarlos. Tan débil era esta hipótesis que ni siquiera funcionaba 
para explicar la herencia de características continuas y graduales como la altura 
o el peso; porque de ser éste el mecanismo de la herencia, se observaría que, en 
cada nueva generación, los hijos tendrían características cada vez menos extremas 
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que sus padres. En otras palabras, siempre que un toro corpulento se cruzara con 
una vaca escuálida, los becerros serían necesariamente de talla promedio. En 
ese caso, el mundo estaría lleno de seres vivos de características intermedias. En la 
realidad, por ejemplo, en un grupo de toros que coman casi lo mismo, unos 
serán gruesos y otros escuálidos y, en el caso de los caballos, es posible encon-
trarlos de diferentes colores; de modo que los criadores expertos no siempre 
pueden predecir el color de los potrillos.

El desconocimiento del funcionamiento de la herencia y la debilidad de sus 
argumentos genéticos fueron el arma más poderosa que utilizaron los críticos 
más duros de Darwin para atacarlo cuando finalmente logró publicar su teoría 
de la selección natural. De manera que hoy consideramos correcta, señalaban que 
la selección natural no funcionaría basada en la idea de la herencia mezclada, 
porque se eliminaría la variación entre los organismos, cuando hoy sabemos que 
ésta es el sustrato para que actúe la selección natural y ocurra la evolución. Por 
más que lo intentó, Darwin no tuvo argumentos para responder a sus oponentes, 
y el sabio viejo y cansado, ya muy enfermo en sus últimos días, dio marcha atrás 
en algunas de sus ideas. En las últimas ediciones de su famoso libro El origen 
de las especies, a falta de otras explicaciones de cómo funciona el mecanismo 
hereditario, comenzó a dar cada vez más peso a la posibilidad de la herencia de 
los caracteres adquiridos, idea altamente popular y respetable en el siglo xix y 
que Darwin, tiempo antes, había logrado desterrar. Dicha idea, actualmente des-
acreditada, postula que las características adquiridas durante la vida de un indi-
viduo (crecimiento muscular, tendencias criminales, conocimiento, etc.) podían 
transmitirse a la descendencia. Su defensor más conocido fue Lamarck, famoso 
naturalista francés de esa época, cuyos fundamentos básicos de la herencia han 
sido descartados por completo.

No quiere darse al lector la impresión de que Darwin fracasó, sino todo lo 
contrario. La parte importante de esta historia es que el pensamiento de Darwin 
iba por muy buen camino, pues, aun desconociendo los mecanismos de la 
herencia y con los escasos conocimientos que poseía al respecto, pudo solucio-
nar problemas evolutivos sumamente complejos y, sobre todo, ofrecer la expli-
cación más convincente de cómo ocurre la evolución. Lo más notable es que, 
mientras todavía se encontraba trabajando en El origen, llevó a cabo notables 
experimentos para tratar de resolver el problema de la herencia, que siempre lo 
intrigó. En tales experimentos, Darwin cruzó dos líneas puras de las flores llama-
das “perritos” (líneas puras significa que cuando se cruzan dos individuos de una 
línea, los descendientes son siempre iguales, generación tras generación). Las dos 
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líneas diferían en un único aspecto: una tenía flores anormales (simétricamente 
radiales, a las que los botánicos llaman flores pelóricas) y la otra línea tenía flores 
normales (es decir, simétricamente bilaterales). Sobre la progenie de esta primera 
cruza, Darwin escribió: “Recogí dos grandes lotes de flores y ninguna era pelórica”. 
Darwin llamó prepotencia a la tendencia de que, en una cruza, una característica 
encubra a otra, lo que hoy día conocemos como dominancia.

Esta anécdota prueba que Darwin tuvo, además, la capacidad de notar lo que 
el resto de los científicos dejaba en el olvido cuando no se ajustaba a la explicación 
de la herencia mezclada, y que el científico inglés simplemente carecía de una 
explicación convincente de cómo operan los mecanismos de la herencia.

El monje de Brunn

Mientras Darwin realizaba sus experimentos con flores, del otro lado del Canal 
Inglés, el modesto, pero increíblemente brillante y dedicado, abad Gregor Johann 
Mendel (1822-1884), miembro de la orden Agustina en Brunn, Moravia (hoy 
parte de Checoslovaquia), también hacía historia: realizaba cruzas de plantas 
de chícharo en el jardín del monasterio y llegó a las importantes leyes de la 
genética.

Darwin y Mendel llevaron a cabo exactamente los mismos experimentos. 
Estos dos grandes científicos, ajenos y desconocidos entre sí, obtuvieron resulta-
dos muy semejantes, pero solamente Mendel fue capaz de comprender lo que estaba 
sucediendo.

Hasta cierto punto, Mendel parecía desplazado de su propio siglo, pues se 
asemejaba a un biólogo moderno. Su primer artículo publicado fue un hito de 
claridad y un informe experimental modelo. Para muchos científicos, es el mejor 
artículo científico que se haya escrito.

Desde su juventud, Mendel empezó a estudiar hasta convertirse en un com-
petente naturalista. Para mantenerse en aquellos años, trabajó como sustituto de 
un profesor de ciencia en una escuela preuniversitaria. Al ver sus notables habi-
lidades, sus compañeros profesores le sugirieron que presentara los rigurosos 
exámenes de admisión para hacerse miembro del cuerpo docente de la escuela. 
Aunque Mendel realizó las pruebas razonablemente bien, no obtuvo el puesto, 
y en cambio tomó los votos religiosos.

Sorprendidos por sus habilidades, sus superiores lo enviaron en 1851 a la 
Universidad de Viena para cursar dos años de estudios intensivos en ciencias y 

EM21-1_pp145-160.indd   154 4/13/09   1:06:31 PM



Educación Matemática, vol. 21, núm. 1, abril de 2009	   155

María del Carmen Sánchez Mora

matemáticas. Allí aprendió estadística, disciplina que aún estaba en la infancia y 
que después le sería sumamente útil.

Cuando Mendel regresó al monasterio, comenzó con ahínco sus estudios de 
cruzamiento de plantas e impresionó a sus compañeros monjes por su tesón 
e inteligencia. Desarrolló nuevas variedades de frutas y verduras y estuvo siempre 
al tanto de las novedades hortícolas. Se unió a los clubes de ciencia locales y 
permaneció siempre activo en los asuntos de la comunidad.

Mendel partió de la observación de los efectos del cruzamiento de diferentes 
líneas de la planta de chícharo de jardín. Basó su investigación en una serie de 
experimentos muy bien planeados y en el análisis estadístico de los resultados. 
En aquel entonces, el uso de las matemáticas para describir problemas biológicos era 
un concepto totalmente nuevo. Evidentemente, los dos años que Mendel había 
pasado en la Universidad de Viena no habían sido en vano.

La cuidadosa planeación del trabajo de Mendel se refleja en la selección de la 
planta común de chícharo para realizar sus experimentos, pues ofrecía muchas 
ventajas por su rápida reproducción y numerosos descendientes, pero sobre todo, 
la posibilidad de trabajar con líneas puras. Mendel no fue el primero en expe-
rimentar con estas plantas, pero la gran diferencia con otros trabajos es que 
Mendel no procedió al azar, sino que escogió líneas perfectamente identificables. 
De sus cursos de estadística sabía que las poblaciones grandes incrementan 
la significancia y la validez de los resultados, y también fue capaz de aplicar el 
cálculo de probabilidades a dichos resultados.

Mendel ha sido considerado un biólogo-matemático, no sólo por su entre-
namiento en ambos campos o por haber sido de los primeros biólogos que 
utilizaron el análisis estadístico en su trabajo, sino por la manera en la que llegó 
a sus conclusiones.

Los biólogos-matemáticos por lo general empiezan a trabajar, como todo 
científico, a partir de una serie de observaciones. En el caso de Mendel, la obser-
vación clave era haber notado la dominancia de una característica en la primera 
generación y la reaparición de la característica recesiva en alguna de las siguien- 
tes generaciones.

Después, mediante un proceso mental que implica tanto la intuición como la 
lógica, el biólogo-matemático construye un modelo. Éste es un sistema biológico 
imaginario, basado en el menor número posible de suposiciones, del cual se espera 
que arroje resultados numéricos de acuerdo con observaciones anteriores. Cuando 
esto sucede, se realizan nuevos experimentos para probar las predicciones de 
dicho modelo. Si los nuevos datos no concuerdan con las predicciones, se desecha 
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el modelo, o bien se ajusta hasta concordar con nuevas observaciones de otros 
experimentos. Por tanto, puede decirse que un modelo es una hipótesis biológica 
con predicciones matemáticas (aunque el término a menudo se aplica de manera 
no matemática).

Es importante subrayar que, en la ciencia, no se prueban los modelos con 
los datos experimentales; sólo se puede decir que los datos son congruentes 
con el modelo planteado. Por lo antes dicho, en realidad Mendel no probó su 
modelo de la segregación de las características alternativas, pero la simplicidad 
del modelo y la excelente concordancia con los resultados le permitieron hacer 
nuevas predicciones y probarlas, de modo que sus resultados muy pronto llega-
ron a parecerse mucho a una prueba.

Sin embargo, algunos científicos no quedaron convencidos del trabajo de 
Mendel, sino hasta el posterior descubrimiento de los cromosomas y la meiosis.

El lugar de Mendel y el de Darwin	
en la historia de la ciencia

En 1865, después de siete años de experimentación, Mendel presentaba sus 
resultados en una reunión de la Sociedad Brunn de Ciencias Naturales. Es muy 
probable que su audiencia, formada por científicos locales aficionados, no haya 
entendido una palabra de lo que oyó. Después de un cortés aplauso, los escuchas 
se enfrascaron en una fuerte discusión sobre la idea en boga: la selección natu-
ral. Precisamente en esa época, Darwin se enfrentaba al enigma de la herencia.

Por su parte, el artículo donde aparecía la idea darwiniana había sido publicado 
el año anterior y se había distribuido ampliamente, y al igual que con la audiencia 
de Mendel, la idea había sido acogida en un principio con desinterés.

Mientras tanto, en algún momento, un británico-alemán incluyó un resumen 
del trabajo de Mendel en una enorme enciclopedia de cría de plantas; una vez más 
el mundo respondió con silencio. Aparentemente nadie tenía la más pálida idea de 
la importancia de los experimentos y análisis del monje austriaco; además, la men-
talidad de 1865 todavía no estaba lista para la biología matemática del siglo xx.

En la enorme biblioteca de Darwin, que se conserva intacta, el recuento del 
trabajo de Mendel con los chícharos aparece en una hoja de la enciclopedia 
alemana de cría de plantas. Un trabajo relativamente oscuro descrito en la página 
adyacente está cubierto con varias anotaciones hechas con la letra de Darwin. 
Sin embargo, la página que describe el trabajo de Mendel está limpia, nunca fue 
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tocada. Es muy posible que Darwin haya visto el artículo que podría haberle expli-
cado su arduo trabajo con los “perritos” y, sobre todo, que podría haberle aclarado 
la explicación de la herencia que le hacía falta para redondear su teoría de la 
selección natural, ahorrándose con ello años de preocupación e incertidumbre. 
Pero ni siquiera Darwin estaba listo para la biología matemática, y fue incapaz de 
captar las simples pero profundas ideas de Mendel.

Cuando Darwin reunió los resultados de sus propias cruzas, probablemente 
no se dio cuenta de que se aproximaban a las fracciones que obtuvo Mendel; y 
aun si lo hubiera notado, no habría encontrado en ellas mayor significado.

Darwin abordó los problemas de una manera muy diferente a la de Mendel, 
pues este último no sólo fue uno de los primeros biólogos conocedores de la 
estadística, sino que también tuvo la capacidad de mirar pequeñas partes den-
tro de grandes problemas. Por su parte, el genio de Darwin estribó en la gran 
amplitud de sus ideas y en su habilidad de reunir aspectos aparentemente no 
relacionados para construir un esquema más amplio.

El caso es que el trabajo de Mendel continuó siendo ignorado hasta 1900. En 
ese año tres biólogos, en tres diferentes países, todos ellos tratando de trabajar las 
leyes de la herencia, buscaron en la literatura vieja y encontraron el artículo de 
Mendel.

De inmediato, los tres reconocieron su importancia. Para entonces, la ciencia 
había cambiado mucho y el oscuro monje, muerto hacía 16 años, se convirtió 
en uno de los científicos más famosos de la nueva época.

Posteriormente, en el siglo xx, la genética mendeliana se aplicó a la teoría de 
la selección natural, y la fama del autor de ésta, que había disminuido notable-
mente, ascendió a nuevas alturas. Darwin había estado siempre en lo correcto, 
pero le faltaba la base de la genética.

El lector sabrá que es muy fácil reconocer que algo está “muy claro” después 
de haber escuchado o leído una buena explicación; sin embargo, estará de 
acuerdo en que abrir nuevos campos conceptuales puede ser extremadamente 
difícil. Tanto el trabajo de Mendel como el razonamiento de Darwin son ahora 
tan conocidos que olvidamos la titánica labor del monje que sembró esas semillas 
de chícharo en el suelo cuidadosamente cultivado del jardín del monasterio y el 
sufrimiento de Darwin por comprender la herencia… a menos que alguien nos 
lo recuerde.
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Descripción y caracterización del razonamiento 
inductivo utilizado por estudiantes de educación 
secundaria al resolver tareas relacionadas	
con sucesiones lineales y cuadráticas

Reseñado por María Consuelo Cañadas Santiago

reseña de tesis

Objetivo general

Esta investigación tiene como objetivo 
general describir y caracterizar el razo-
namiento inductivo empleado por estu-
diantes de 3º y 4º de educación secun-
daria obligatoria, al resolver problemas 
que pueden modelarse mediante una 
progresión aritmética de números natu-
rales cuyo orden sea 1 o 2.

Marco teórico	
y principales antecedentes

Consideramos que el razonamiento 
inductivo es un proceso cognitivo que 
permite avanzar en el conocimiento 
mediante la obtención de más informa-
ción de la que aportan los datos inicia-
les con los que se inicia el proceso.

El trabajo de Cañadas (2002) es 
el estudio piloto de la tesis doctoral y 
constituye una aproximación al razo-
namiento inductivo de los estudiantes 
de esos niveles educativos. Este trabajo 
se centró en la descripción del razona-
miento inductivo que ponen de mani- 
fiesto 12 estudiantes de educación se-

cundaria y bachillerato. Se llevaron a 
cabo entrevistas semiestructuradas indi-
viduales mientras resolvían dos proble-
mas matemáticos de características dife-
rentes. Siguiendo los trabajos de Pólya 
(1966), Castro (1995) y Reid (2002), el 
estudio piloto ayudó al establecimien-
to de un modelo de razonamiento 
inductivo compuesto por los siguientes 
pasos: a) trabajo con casos particulares, 
b) organización de casos particulares, 
c) identificación de patrón, d) formu-
lación de conjetura, e) justificación de 
conjetura (con base en casos particula-
res), f) generalización y g) demostración 
(Cañadas y Castro, 2007). Este modelo 
ha sido el que se ha utilizado en la tesis 
doctoral para la descripción del razona-
miento inductivo de los estudiantes.

Diversas investigaciones centran su 
interés en algunos de los pasos consi-
derados en el modelo, principalmente 
en la identificación de patrones (Castro, 
1995; Phillips, 1992), la generalización 
(Fou-Lai y Kai-Lin, 2004; Mason, 1996; 
Stacey, 1989), los procesos de valida-
ción (tanto formales como informales) 
(Cañadas, Castro y Gómez, 2006; Healy 
y Hoyles, 1998, 2000; Küchemann y 
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Hoyles, 2001a, 2001b; Maher y Martino, 
1996; Sowder y Harel, 2003), y la 
relación que existe entre algunos de 
los pasos (Haverty, Koedinger, Klahr 
y Alibali, 2000; Lee y Wheeler, 1987; 
Radford, 2000).

La mayoría de los trabajos relacio-
nados con el razonamiento inductivo 
se desarrollan en el contexto de la 
resolución de problemas, consideran-
do que es una actividad que pone 
de manifiesto diversos tipos de razo-
namiento, en particular, el razona-
miento inductivo. Siguiendo esta idea, 
tenemos en cuenta la resolución de 
problemas como contexto general de la 
investigación.

Los resultados del estudio piloto nos 
hicieron ver la necesidad de considerar 
un contenido matemático específico. 
Atendiendo a los documentos curricu-
lares de educación secundaria españo- 
les, seleccionamos las progresiones arit-
méticas de números naturales de órde-
nes 1 o 2. A partir del análisis de este 
contenido matemático, basado en la 
propuesta de organizadores del currículo 
para educación secundaria de Rico 
(1997) y en el análisis de contenido 
de Gómez (2007), obtuvimos criterios 
justificados para identificar unos tipos 
de problemas adecuados para nuestro 
objetivo general de investigación.

En la descripción del trabajo que 
llevan a cabo los estudiantes en la reso-
lución de los problemas, desempeñan 
un papel importante las estrategias 

de resolución, que se consideran los 
métodos que conducen a la solución 
de problemas de cualquier tipo. En 
nuestra investigación llamamos estrate-
gias inductivas a un tipo particular de 
estrategias que se pueden utilizar en la 
resolución de problemas donde el razo-
namiento inductivo es susceptible de 
ser utilizado como heurístico. Siguiendo 
el trabajo de Cañadas y Castro (2006), 
estas estrategias se determinan tenien-
do en cuenta los elementos de las pro-
gresiones involucradas, los sistemas de 
representación y las transformaciones 
que surgen del análisis del contenido 
matemático. Según este procedimiento, 
cada estrategia queda expresada como 
una secuencia de transformaciones 
entre representaciones.

El marco presentado permitió des-
glosar el objetivo general de investiga-
ción en una serie de objetivos específi-
cos que se refieren a aspectos relativos 
a los pasos del razonamiento inductivo 
del modelo, a las estrategias inductivas 
y a posibles diferencias en estos dos ele-
mentos centrales del trabajo en función 
de los tipos de problemas y en función de 
los diferentes centros y cursos a los que 
pertenecen los estudiantes.

Marco metodológico

Una vez determinados los objetivos es- 
pecíficos, podemos establecer las varia-
bles de esta investigación. Los pasos
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del modelo de razonamiento inductivo 
y las estrategias inductivas constituyen 
las variables dependientes de la inves-
tigación. Los valores de la primera 
son cada uno de los pasos del mode-
lo considerado. Para determinar los 
valores de la segunda, seguimos el 
procedimiento descrito en Cañadas y 
Castro (2006) para identificar todas 
las posibles estrategias inductivas que 
se pueden utilizar en la resolución 
de un problema concreto. El conjunto de 
todas esas estrategias es el conjunto 
de valores de esa variable.

A partir del análisis de contenido 
de las progresiones aritméticas de 
números naturales, determinamos las 
variables independientes del problema: 
orden de la progresión aritmética (1 o 
2), sistema de representación en el que 
se expresan los casos particulares en el 
enunciado (numérico, gráfico o verbal) 
y la tarea que se propone (continua-
ción o extrapolación).

La recogida de información se rea-
lizó mediante una prueba individual 
escrita compuesta por seis problemas, 
junto con las notas que tomó la inves-
tigadora durante la realización de la 
prueba.

La muestra fue intencional y la con- 
formaron 359 estudiantes de 3º y 4º de 
educación secundaria, que trataron 
de resolver los problemas de la prueba 
durante una de sus horas lectivas, en 
sus aulas habituales y en presencia de 
la investigadora. Los estudiantes perte-

necen a centros públicos españoles (de 
Granada, Madrid y Teruel). El 91.9% 
de ellos tenían entre 14 y 16 años. 
Considerando los objetivos específicos 
del trabajo y las características de la 
muestra, centro y curso constituyen las 
variables independientes de sujeto.

Análisis de datos 
y resultados

El análisis de la información se funda-
menta en el análisis de los pasos del 
razonamiento inductivo que se obser-
van en las producciones de los estu-
diantes y en las estrategias inductivas 
utilizadas. Hemos adoptado un para-
digma que combina lo cuantitativo y 
lo cualitativo. Dentro de este esquema, 
hemos realizado análisis de frecuen-
cias de los pasos de razonamiento 
inductivo y de las diferentes estrate-
gias inductivas identificadas para cada 
problema. Además, hemos planteado 
varios análisis logarítmico-lineales y 
contrastes de hipótesis basados en la 
chi-cuadrada para realizar análisis de 
independencia estadística de los dife-
rentes pasos y para detectar los valores 
de las variables independientes que se 
asocian a las diferencias significativas 
que se detectan.

En relación con los pasos que 
siguen los estudiantes del modelo de 
razonamiento inductivo considerado, 
los resultados revelan que los estudian- 
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tes siguen una tendencia general de 
actuación en el trabajo con casos par-
ticulares, con una ligera alteración en 
dos de los problemas. En general, 
en todos los problemas se produce una 
disminución en el número de alumnos 
que organizan los casos particulares 
con respecto a los que han trabajado con 
éstos. En los pasos sucesivos se obser-
va un aumento en el número de 
estudiantes que, pasando por la iden-
tificación de un patrón, llegan a la for-
mulación de una conjetura. En todos 
los problemas existe un máximo en 
número de estudiantes que realizan este 
paso. En el otro extremo, se encuentran 
la justificación de las conjeturas y la 
demostración de la expresión general, 
que son los pasos empleados por el 
menor número de estudiantes en cinco 
de los seis problemas de la prueba. En 
todos los problemas, excepto en uno, se 
observa un leve aumento en el número 
de estudiantes que generalizan sus con-
jeturas. Finalmente, la demostración no 
es realizada por ningún estudiante en 
ninguno de los problemas.

Las diferencias puntuales identifi-
cadas en algunos de los problemas se 
analizan mediante diversos análisis loga-
rítmico-lineales que tienen en cuenta 
las características específicas de los pro- 
blemas y se describen en el análisis de 
las producciones de los estudiantes en 
cada problema. De los criterios teni-
dos en cuenta para la selección de los 
problemas, el sistema de representa-

ción en el que se plantean los casos 
particulares es el que más diferencias 
significativas produce en la frecuencia 
de realización de los pasos del razona-
miento inductivo.

Para cada problema, realizamos un 
análisis que combina lo cualitativo y lo 
cuantitativo, arroja información comple-
mentaria sobre el avance de los estu-
diantes en el proceso de razonamiento 
inductivo (como el modo de organizar 
la información, el tipo de patrón o la 
manera de expresar la generalización, 
entre otros) y permite identificar las 
relaciones de (in)dependencia entre la 
realización de los pasos que se han 
considerado en el modelo para cada 
problema. En este sentido, no han sido 
constantes las relaciones de dependen-
cia o independencia entre los diferentes 
pasos para todos los problemas. En la 
mayoría de los problemas, se observa 
que la organización de los casos par-
ticulares depende del trabajo con ellos 
y que el patrón depende de estos dos 
pasos del razonamiento inductivo. Sin 
embargo, en el resto de los pasos, la 
generalización es el único paso que 
depende de la identificación de un 
patrón.

El análisis de frecuencias de las 
estrategias inductivas permite concluir 
la preferencia de los estudiantes por el 
trabajo con los casos particulares (no 
llegan a la generalización) y la tenden-
cia a expresar éstos en el sistema de 
representación numérico. Las estrate-
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gias inductivas que utilizan con mayor 
frecuencia los estudiantes revelan que 
éstos utilizan ocasionalmente el siste-
ma de representación gráfico cuando 
éste está presente en el enunciado y 
recurren al sistema de representación 
verbal al final de sus respuestas en el 
intento de justificarlas.

Considerando las variables de suje-
to, el mayor número de diferencias 
significativas, tanto para los pasos del 
razonamiento inductivo como para las 
estrategias, se han identificado por cen-
tro, mientras que han sido puntuales 
por curso.

Conclusiones

Consideramos que el principal aporte 
teórico de este trabajo es la elabora-
ción de un modelo de razonamiento 
inductivo que ha permitido describir 
el trabajo de los estudiantes. Hemos 
corroborado que no se trata de un 
modelo lineal y que los estudiantes no 
utilizan todos los pasos considerados 
previos hasta el paso más avanzado 
observado en sus producciones.

El procedimiento para la identifi-
cación y descripción de las estrategias 
inductivas es el aporte metodológico 
destacado. Éste ha sido útil para des-
cribir diferentes procedimientos de 
resolución empleados por los estu-
diantes en problemas donde aparecen 
involucradas las progresiones de núme-

ros naturales lineales y cuadráticas. De 
una manera análoga, se podría traba-
jar con otros contenidos matemáticos 
en los que se realice un análisis con 
base en los sistemas de representación 
y las transformaciones entre ellos, que 
son los que fundamentan la definición 
de las estrategias inductivas.

Perspectivas futuras

Seguimos nuestro trabajo de investiga-
ción sobre los procesos de razonamien-
to y argumentación, así como en la re-
solución de problemas y las estrategias 
que utilizan los estudiantes.

Actualmente estamos trabajando 
en la divulgación de la tesis doctoral, 
por lo que esperamos que pronto les 
lleguen resultados más detallados de 
esta investigación.
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Argumentación y habilidades en el proceso 
educativo, de Miguel Ángel Campos (coord.)

Reseñado por Iris Xóchitl Galicia Moyeda

En diversas ocasiones se ha puesto de 
manifiesto que el nivel de las habilida-
des cognitivas y de los conocimientos 
alcanzado por los estudiantes de edu-
cación superior no es el deseable, sin 
embargo, pocos han sido los esfuerzos 
para modificar tal situación. En el libro 
Argumentación y habilidades en el 
proceso educativo, coordinado por 
el doctor Miguel Ángel Campos, se 
encuentra cristalizada una manera en 
la que los docentes de dicho nivel edu-
cativo pueden modificar positivamente 
las habilidades cognitivas de sus estu-
diantes. Es un texto donde se informan 
detallada y sistemáticamente los prin-
cipales hallazgos de una intervención 
educativa, permitiendo que el lector, 
además de conocer la propuesta, valore 
la pertinencia de su aplicación en las 
aulas universitarias.

Considero que es una obra digna de 
resaltar, pues se trata de un producto 
de los escasos trabajos de intervención 
en el nivel de educación superior. Existen 
muchas publicaciones que dan cuenta 
de diversos procesos que ocurren en 
el nivel educativo superior, pero éstas 
se han interesado principalmente en la 

evaluación. Sin embargo, los informes 
de estudios de intervención educativa 
son escasos por diversos obstáculos que 
hay que vencer, entre los cuales se 
puede mencionar el trabajo sostenido 
en el aula y la conformación de un 
sólido equipo de trabajo. En este libro, 
se han superado estos dos obstáculos, 
pues se puede advertir que los investi-
gadores participantes, apoyados en todo 
momento por los doctores Miguel Ángel 
Campos y Sara Gaspar, conformaron un 
equipo en el que se enlazaron armonio-
samente las actividades de investigación 
y docencia durante aproximadamente 
un año. Por consiguiente, el hecho de 
conocer los detalles de la implemen-
tación de una intervención educativa 
de nivel superior y sus resultados es 
una de las valiosas particularidades que 
hace especialmente atractivo este libro.

Otro aspecto interesante es el hecho 
de que se trata de una obra especializa-
da. Una vez expuesto el marco teórico 
que sustenta todo el texto, se realiza 
un análisis profundo de dos temas, la 
argumentación y las habilidades cog-
noscitivas en un escenario educativo de 
nivel superior que comprende diversas 
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disciplinas tales como pedagogía, geo-
logía, odontología, física, historia, admi-
nistración, comunicación educativa y 
administración hotelera.

La organización del texto ha sido tra- 
bajada de manera especial. La primera 
parte del texto, conformada por el primer 
capítulo, presenta todo el bagaje teórico 
y metodológico que sustenta la propues-
ta didáctica surgida de la línea de inves-
tigación dirigida por el doctor Campos 
en el Instituto de Investigaciones sobre 
la Universidad y la Educación, la cual 
tiene como propósito indagar acerca del 
proceso de construcción en el contexto 
educativo. Dicha propuesta didáctica, 
denominada Programa de Desarrollo de 
Habilidades de Pensamiento con base 
en la Investigación (pdhpi), se encuentra 
detallada en otros textos,1 sin embargo, 
en esta sección del libro que se reseña 
se puede leer una exposición reducida y 
clara del programa, el cual emplea una 
metodología de intervención pedagógi-
ca que propicia un desempeño efectivo 
de diversas habilidades en un contex-
to de diálogo.

En las siguientes secciones, se pre-
sentan las investigaciones realizadas 
en asignaturas de diversas disciplinas 
que tienen como común denominador

la aplicación del pdhpi para promover 
o analizar las habilidades cognoscitivas 
en el aula, así como la argumentación 
presentada por los alumnos y los profe-
sores. Los diversos capítulos que cons-
tituyen esta obra describen de manera 
detallada la aplicación de dicho progra-
ma en diversos contextos educativos, 
así como el informe de la practicidad y 
efectividad de éste.

La segunda parte se caracteriza por 
integrar las experiencias de la interven-
ción educativa, principalmente en el 
campo de la pedagogía. El informe de 
las diversas experiencias en variadas 
asignaturas de diferentes niveles de la 
licenciatura de pedagogía permite que 
el lector valore no sólo la aplicación de 
la propuesta didáctica empleada, sino 
también la postura teórica de la cual 
proviene.

La tercera parte se enfoca en las 
habilidades cognoscitivas y la organi-
zación conceptual, atendiendo al inter-
cambio que se da en el aula. En esta 
parte, además de emplear el pdhpi, se 
evalúa la organización conceptual de 
los alumnos a través de una metodo-
logía creada desde hace ya bastante 
tiempo por el mismo grupo de inves-
tigadores y la cual ha sido utilizada 
ampliamente, el Modelo de Análisis 
Proposicional, un método de análisis del 
contenido lógico-conceptual mediante 
análisis de discurso. La conjunción de 
estos dos instrumentos metodológicos 
le da consistencia al trabajo y consolida 

1 M. A. Campos (2004), Programa de 
Desarrollo de Habilidades con base en la 
Investigación, México, Universidad Intercon-
tinental; y M. A. Campos (2005), Cuadernos 
de Guías Didácticas para el pdhi, Universidad 
Intercontinental.
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las propuestas tanto de intervención 
como de evaluación. El hecho de que 
las experiencias informadas en esta sec-
ción del trabajo se hayan realizado en 
una institución diferente a las experien-
cias informadas en la segunda parte, 
ayuda al lector a valorar la posibilidad 
de aplicar la metodología generada en 
esta línea de investigación en diversos 
escenarios.

En la cuarta y última parte, el eje 
central consiste en el análisis y descrip-
ción de la conformación de la organi-
zación conceptual de diversos grados 
en tres carreras diferentes. Se abordan 
otras modalidades en las que se puede 
aplicar y utilizar la metodología del 
Modelo de Análisis Proposicional, como 
los exámenes presentados por los auto-
res del trabajo referente a la Teoría 
Tectónica de Placas. Ese informe es 
una muestra de la versatilidad de aplica-
ción de dicha metodología. La aplicación 
y el análisis de las entrevistas realizadas 
en las investigaciones de esta sección 
del libro permiten un acercamiento 
más preciso a los diversos factores que 
pueden influir en la construcción del 
conocimiento de los alumnos de la 
carrera de geología de los diversos nive-
les educativos evaluados y que podrían 
dar luz sobre los resultados en las otras 
investigaciones comunicadas en este 
mismo libro.

Una característica peculiar de la 
obra Argumentación y habilidades en 
el proceso educativo es que posee 

uniformidad en la presentación de 
los capítulos, con lo cual se facilita su 
lectura, aun cuando el contenido sea 
denso y complejo en algunos apartados. 
Los cuadros que se presentan en los 
diversos capítulos del libro ayudan a 
comprender la puesta en práctica del 
pdhpi en cada una de las asignaturas 
en las que se realizó la intervención. 
Un papel especial lo constituyen las 
preguntas que se presentan al inicio 
de las investigaciones; hay algunas pre- 
guntas similares en los diferentes capí-
tulos, lo que ayuda al lector a tener una 
idea más precisa de los efectos de la 
intervención con el pdhpi. En general, 
las preguntas realizadas al inicio se 
retoman en las consideraciones finales 
de cada capítulo y ayudan al lector a 
concluir sobre lo descrito en la sección 
del análisis de datos de cada uno de 
los capìtulos. A pesar de que existe una 
consistencia en las preguntas de inves-
tigación de los diversos capítulos, no 
existe uno que resuma los hallazgos. 
Seguramente esto es intencional e in-
cluso estratégico, se trata de una tarea 
que tendrá que llevar a cabo el lector, 
quien podrá atender a diversos aspec-
tos según sus intereses.

La lectura de esta obra tiene múl-
tiples posibilidades, de las cuales sólo 
menciono algunas. Si el lector tiene 
interés en la investigación, encontrará 
variables por explorar de manera más 
detallada o amplia, o incluso, podrá di- 
rigir su atención a variables no contem-
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pladas en las investigaciones reseñadas. 
Si el enfoque del lector es el de la do- 
cencia, podrá identificar y reflexionar 
sobre las diversas maneras de fomen-
tar las habilidades cognoscitivas, la 
argumentación y la organización con-
ceptual en el aula, así como valorar 
la pertinencia de utilizar el Programa 
de Habilidades en las asignaturas que 
imparte. El libro puede usarse en algu-
na clase relacionada con actividades de 
investigación para desarrollar diversas 
actividades. Por ejemplo, puesto que 
en cada capítulo de la segunda parte 
se estudian los procesos de argumenta-
ción y las habilidades cognoscitivas en 
diversas materias del plan de estudios 
de la Licenciatura en Pedagogía de la 
Universidad Intercontinental, se podría 
realizar una matriz en la que se con-
templaran todas las materias de dicho 
plan y se destacaran en ella todas las 
asignaturas en las que se realizó la 
intervención. Dicha matriz incluiría los 
resultados obtenidos en las investiga-
ciones referidas en los capítulos, de tal 
manera que pudiera realizarse un análi-
sis comparativo en el que se expresaran 
las principales semejanzas y diferencias 
entre las asignaturas iniciales, inter-
medias y avanzadas. Lo anterior posi-

bilitaría que el lector construyera sus 
propias conclusiones y generara nuevas 
preguntas y vertientes de investigación 
vinculadas a la carrera de Pedagogía, las 
cuales podrían extenderse a diversas insti-
tuciones o incluso a diferentes carreras. 
Si los docentes de diversas asignaturas, 
los pedagogos o los investigadores inte-
resados en el campo de la pedagogía 
desean conocer la estructura de argu-
mentación de los planes de enseñanza, 
la manera como participan profesores y 
estudiantes en los procesos argumen-
tativos en la clase, el nivel cognoscitivo 
en el que se enseña y cuáles son los 
niveles de habilidad cognoscitiva que 
muestran los estudiantes en el proceso 
interactivo y argumentativo, les sugiero 
la lectura detallada y analítica de esta 
parte del libro.

No queda más que invitar al lector 
interesado en la promoción de las ha- 
bilidades cognitivas en estudiantes de 
nivel superior a adentrarse en los diver-
sos capítulos del libro para que pueda 
tener así una idea clara del pdhpi, su 
aplicación en el aula y su efectividad, 
y valore por sí mismo las posibilidades 
que puede brindar este programa a su 
práctica profesional.

Datos del libro

Miguel Ángel Campos (coord.) (2008)
Argumentación y habilidades en el proceso educativo, México, iisue unam,
Plaza y Valdés, 427 p.
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Política editorial

La revista Educación Matemá­tica es una publicación internacional arbitrada y con Comité 
multinacional, que ofrece un foro interdisciplinario para la presentación y discusión de ideas, 
conceptos y hallazgos que puedan ejercer influencia en la enseñanza y el aprendizaje de 
las matemáticas. La revista aparece tres veces al año y publica artículos de investigación origi
nal rigurosos. Educación Matemá­tica se reserva también un espacio para ensayos teóricos 
sobre temas relevantes relacionados con la educación matemática, así como propuestas y 
experiencias de enseñanza, o discusiones sobre materiales y programas educativos, siempre 
y cuando las colaboraciones de este tipo estén conceptualmente fundamentadas y realizadas 
con rigor.

Objetivos

Educación Matemá­tica se propone:

•	 Actuar como un foro de discusión internacional en lengua española en el que se discu
tan las problemáticas asociadas a la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas.

•	 Promover la investigación en educación matemática.
•	 Facilitar la comunicación entre investigadores y maestros de matemáticas.
•	 Alentar acercamientos multidisciplinarios.
•	 Colaborar en la comprensión de la naturaleza, teoría y práctica de la enseñanza y el 

aprendizaje de las matemáticas.

Lectores

Educación Matemá­tica está dirigida a investigadores de la educación matemática, estudiantes 
de posgrado, maestros en formación y en ejercicio, diseñadores, evaluadores, directivos, admi
nistradores y cuadros técnicos vinculados con la educación matemática.

Educación Matemática, vol. 21, núm. 1, abril de 2009	    169

EM21-1_pp161-176.indd   169 4/15/09   9:35:32 AM



170	 Educación Matemática, vol. 21, núm. 1, abril de 2009

Política editorial

Temáticas

El contenido de Educación Matemá­tica se centra en los siguientes temas:

1.	 Investigaciones sobre educación matemática en el nivel básico
	 1.1.	 Aprendizaje, cognición y desempeño de los alumnos
	 1.2.	 Conocimientos, concepciones, formación y prácticas de los maestros
	 1.3.	 Saber matemático
		  1.3.1.	 Aritmética
		  13.2.	 Geometría
		  1.3.3.	 Probabilidad y estadística
		  13.4.	 Preálgebra y álgebra
		  1.3.5.	 Trigonometría y otros temas vinculados al currículo de la educación 

		  básica o afines a ésta.
	 1.4.	 Materiales, textos y otros recursos de apoyo a la enseñanza
	 1.5.	 Diseño, desarrollo y evaluación curricular
	 1.6.	 Uso de la tecnología
	 1.7.	 Interacciones en el aula
	 1.8.	 Evaluación
	 1.9.	 Enseñanza experimental
	 1.10.	Educación de adultos
2.	 Investigaciones sobre educación matemática en el nivel preuniversitario
	 2.1.	 Aprendizaje, cognición y desempeño de los alumnos
	 2.2.	 Conocimientos, concepciones, formación y prácticas de los maestros
	 2.3.	 Saber matemático
		  2.3.1.	 Álgebra
		  2.3.2.	 Geometría
		  2.3.3.	 Probabilidad y estadística
		  2.3.4.	 Cálculo y otros temas vinculados al currículo de la educación pre- 

		  universitaria o afines a ésta.
		  2.3.5.	 Razonamiento matemático
	 2.4.	 Materiales, textos y otros recursos de apoyo a la enseñanza
	 2.5.	 Diseño, desarrollo y evaluación curricular
	 2.6.	 Uso de la tecnología
	 2.7.	 Interacción en el aula
	 2.8.	 Evaluación
	 2.9.	 Enseñanza experimental
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3.	 Investigaciones sobre educación matemática en el nivel universitario
	 3.1.	 Aprendizaje, cognición y desempeño de los alumnos
	 3.2.	 Conocimientos, concepciones, formación y prácticas de los maestros
	 3.3.	 Saber matemático
		  3.3.1.	 Álgebra lineal
		  3.3.2.	 Geometría
		  3.3.3.	 Probabilidad y estadística
		  3.3.4.	 Cálculo de una o varias variables
		  3.3.5.	 Análisis
		  3.3.6.	 Ecuaciones diferenciales
		  3.3.7.	 Variable compleja, y otros temas vinculados al currículo de nivel uni- 

		  versitario afines a éste
	 3.4.	 Materiales, textos y otros recursos de apoyo a la enseñanza
	 3.5.	 Diseño, desarrollo y evaluación curricular
	 3.6.	 Uso de la tecnología
	 3.7.	 Interacciones en el aula
	 3.8.	 Diagnósticos y evaluación
	 3.9.	 Enseñanza experimental
4.	 Estudios sobre la historia y la epistemología de las matemáticas y de la educación 

matemática
	 4.1.	 Usos de la historia en la enseñanza y en la formación de maestros
	 4.2.	 Análisis histórico y epistemológico de conceptos y procesos matemáticos
	 4.3.	 Análisis de textos y acercamientos didácticos en distintas épocas
5.	 Estudios sobre el sistema educativo
	 5.1.	 Políticas
	 5.2.	 Instituciones
	 5.3.	 Asociaciones
	 5.4.	 Evaluación
6.	 Estudios sobre la investigación en educación matemática
	 6.1.	 Teorías y marcos referenciales
	 6.2.	 Métodos de investigación
	 6.3.	 Validación
	 6.4.	 Instituciones y organizaciones
	 6.5.	 Historia

Serán considerados para su publicación los artículos o ensayos que no excedan las 30 
cuartillas a doble espacio (alrededor de 10 000 palabras), incluidas tablas, gráficas y figuras.
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Guía para autores

•	 La revista Educación Matemá­tica publica, en español, artículos de investigación, ensayos y 
otras contribuciones vinculadas a la enseñanza de las matemáticas que sean inéditas.

•	 Todos los escritos que se reciben son arbitrados. El Comité Editorial se reserva el derecho 
de aceptar o rechazar un material o hacer sugerencias de corrección para su publicación.

•	 El contenido del artículo es responsabilidad del autor.
•	 El Comité Editorial se reserva el derecho de modificar el título cuando lo considere 

conveniente, previa consulta al autor.
•	 El Comité Editorial y Editorial Santillana tendrán los derechos de publicación de los 

artículos aceptados, para lo cual al autor debe firmar una licencia de publicación no 
ex­clusiva como la que se podrá encontrar en la página www.santillana.com.mx/educa
cionmatematica.

Preparación del escrito

El escrito:
•	 Deberá estar preparado electrónicamente, en Microsoft Word o algún otro procesador 

compatible.
•	 Deberá tener un máximo de 30 cuartillas (alrededor de 10 000 palabras) incluidas notas, 

referencias bibliográficas, tablas, gráficas y figuras. Deberá incluir también un resumen en 
español de entre 100 y 150 palabras, la versión en inglés o francés del resumen, y un 
mínimo de 5 palabras clave en español y en el idioma seleccionado para el resumen.

•	 En archivo aparte, deberá prepararse una carátula que contenga: a) título y tema 
central del artículo; b) declaración de que el material es original e inédito y que 
no se encuentra en proceso de revisión para otra publicación (debe mencionarse 
explícitamente si el material ha sido presentado previamente —en versión sintética— 
en congresos; c) el nombre, institución de adscripción, dirección electrónica, teléfono, 
fax y domicilio completo (incluyendo código postal) del autor o los autores.

•	 Las figuras, tablas e ilustraciones contenidas en el texto deberán ir incluidas en el 
archivo de texto.

•	 Deberá evitarse el uso de siglas, acrónimos o referencias locales que no sean familia
res a un lector internacional.

Las referencias dentro del texto deben señalarse indicando, entre paréntesis, el autor, año de 
la publicación y página o páginas (Freudenthal, 1991, pp. 51-53).
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Al final del artículo se debe incluir la ficha bibliográfica completa de todas las referencias 
citadas en el texto de acuerdo con el siguiente modelo:

Ávila, A. y G. Waldegg (1997), Hacia una redefinición de las matemáticas en la educación 
básica de adultos, México, inea.

Block, D. y Martha Dávila (1993), “La matemática expulsada de la escuela”, Educación Mate­
mática, vol. 5, núm. 3, pp. 39-58.

Kaput, J. (1991), “Notations and Representations as Mediators of Constructive Processes”, en 
Von Glaserfeld (ed.), Constructivism and Mathematical Education, Dordretch, Kluwer 
Academic Publishers, pp. 53-74.

Si la lengua materna del autor no es el español, el artículo deberá ser revisado por un experto 
en redacción y ortografía españolas antes de ser enviado a la revista.

Envío del escrito

•	 Los escritos deberán enviarse a alguna de las siguientes direcciones electrónicas: 
edumat_2008@yahoo.com.mx o revedumat@yahoo.com.mx

Proceso de arbitraje

Todos los manuscritos recibidos están sujetos al siguiente proceso:
El Comité Editorial hace una primera revisión del manuscrito para verificar si cumple 

los requisitos básicos para publicarse en Educación Matemá­tica. Esta revisión interna tarda 
aproximadamente un mes, en este término se le notificará por correo electrónico al autor si 
su manuscrito será enviado a evaluadores externos. En el caso en que el manuscrito no se 
considere adecuado para ser evaluado externamente, se le darán las razones al autor.

Las contribuciones que cumplan los requisitos básicos serán enviadas para un arbitraje ciego 
de dos o tres expertos en el tema. Este segundo proceso de revisión tarda aproximadamente tres 
meses. Después de este periodo, el autor recibirá los comentarios de los revisores y se le notificará 
la decisión del Comité Editorial (aceptado, aceptado con cambios menores, propuesta de cambios 
mayores con nuevo arbitraje, o rechazado). El autor deberá contestar si está de acuerdo con los 
cambios propuestos (si éste fuera el caso), comprometiéndose a enviar una versión revisada, que 
incluya una relación de los cambios efectuados, en un periodo no mayor de tres meses. Para 
mayores detalles, consúltese la Guía de Arbitraje en www.santillana.com.mx/educacionmatematica
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Ensayos

Además, Educación Matemática publica ensayos. Éstos pueden consistir en una revisión origi-
nal, crítica y fundamentada de una problemática relevante para la investigación en el campo. La 
problemática puede ser de tipo teórico, metodológico o de otra índole. En los ensayos también 
se pueden desarrollar —fundamentadamente— opiniones respecto a asuntos importantes para la 
enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas, tales como la orientación pedagógica de un currí-
culo nacional y la instrumentación de estrategias particulares de mejora educativa. Los ensayos 
deberán ser preparados siguiendo los mismos lineamientos de presentación que los artículos.

Notas de clase

Educación Matemá­tica considera para su publicación un número limitado de notas de clase, 
consistentes en propuestas originales de presentación de un tema, acercamientos novedosos 
que hayan sido probados en clase, lecciones, prácticas, ejercicios, reflexiones sobre programas 
o materiales educativos y, en general, cualquier producto de la experiencia docente que se
considere valioso compartir con los colegas, siempre y cuando estén conceptualmente funda
mentados y se incluya el soporte bibliográfico correspondiente. Las notas de clase no deberán
exceder las 10 cuartillas a doble espacio (aproximadamente 4 000 palabras), incluyendo tablas,
gráficas y figuras, y deberán enviarse en formato Word o con los mismos lineamientos de pre
sentación que los artículos y ensayos. Las notas de clase se someten a un proceso de arbitraje
interno y su contenido matemático y originalidad es revisado por un árbitro externo.

Reseñas

Educación Matemá­tica publica también reseñas de libros especializados, libros de texto, 
software y tesis de posgrado relacionados con las temáticas de la revista. Estas reseñas no 
excederán las cinco cuartillas a doble espacio (aproximadamente 2 000 palabras) y deberán 
enviarse igualmente en formato Word. Las reseñas deben incluir la ficha completa del texto o 
software reseñado; el nombre, institución de adscripción, y el correo electrónico del autor; en 
el caso de las reseñas de tesis de posgrado, se incluirá también el grado, institución, director 
de tesis y fecha de defensa.
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