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editorial

La investigación muestra que la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas 
son actividades de gran complejidad en las que multitud de factores ejercen 
influencia. El aprendizaje de un mismo concepto o idea, especialmente si se 
trata de aquello ya identificado como problemático o difícil, puede verse desde 
numerosos puntos de vista. El énfasis puede estar, por ejemplo, en el estudio del 
concepto matemático mismo, en los procesos de aprendizaje de los alumnos, en 
el maestro y la manera de enseñar o incluso en el uso de distintas herramien
tas para el aprendizaje. Es precisamente el uso de diversas perspectivas lo que 
permite que nuestro campo de investigación se enriquezca y que los educadores 
tengamos ideas cada vez más complejas y profundas acerca de lo que implica 
enseñar una cierta noción matemática.

La riqueza de la diversidad de acercamientos se pone de manifiesto de manera 
muy clara cuando se estudian los mismos conceptos matemáticos, como ocurre 
en el actual número de la revista Educación MatEMática. Por ejemplo, dos ar 
tículos abordan el aprendizaje del número racional. Uno de los artículos pre
senta la manera en que un programa de enseñanza, que incluye el uso de esce
narios relacionados con la vida real, ayuda a los alumnos a construir la noción 
de fracción (Perera y Valdemoros), mientras que otro artículo estudia aspectos 
relevantes de la génesis de las nociones de razón y fracción, así como las dificul
tades relacionadas con el vínculo entre estos dos conceptos, presentadas por 
alumnos de sexto grado de primaria (Ramírez y Block).

Otros dos artículos de este número tienen que ver con temas relacionados 
con la probabilidad. Por un lado, en el artículo de Salgado y Trigueros, se diseña 
y analiza una propuesta didáctica para el aprendizaje de conceptos asociados al 
tema de conteo. Inzunsa, por su parte, estudia los significados construidos por 
estudiantes universitarios sobre las distribuciones muestrales en un ambiente de 
simulación computacional.

Estudiando también el uso de herramientas digitales, pero para la enseñan
za de la geometría, Sandoval reporta el papel de la geometría dinámica como 
herramienta mediadora entre el conocimiento perceptivo y el geométrico. Tanto 
el trabajo de Inzunsa como el de Sandoval muestran que las perspectivas que 
toman en cuenta el uso de herramientas computacionales en la enseñanza de las 
matemáticas están cobrando importancia a medida que su uso se vuelve más 
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común en los salones de clase. Sandoval centra su investigación en el uso de la 
tecnología digital para la construcción de argumentación matemática por parte 
de los sujetos, por lo que los procesos cognitivos de los mismos toman un papel 
central.

La reseña que presenta Cañadas muestra también un énfasis en el estudio de 
los procesos de aprendizaje de los alumnos al estudiar el razonamiento inductivo 
relacionado con el trabajo con sucesiones lineales y cuadráticas. Finalmente, 
en relación con habilidades cognitivas, pero de estudiantes de nivel superior, se 
incluye la reseña del libro Argumentación y habilidades en el proceso educativo, 
elaborada por Galicia.

Esperamos que la diversidad en acercamientos y perspectivas de investiga
ción, que de manera tan interesante aparece ilustrada en este número de la 
revista, sea del interés de nuestros lectores.

Queremos anunciar que, por ser el 2009 el año del bicentenario del naci
miento de Charles Darwin, así como el año internacional de la astronomía, la 
revista Educación MatEMática hace una invitación a contribuir con ensayos en 
los que se establezcan relaciones entre las matemáticas y la biología, por un 
lado, y las matemáticas y la astronomía, por otro. En el presente número y para 
inaugurar esta serie de aportaciones, se incluye un interesante artículo titulado 
“El monje matemático y el biólogo evolucionista”, en el cual Sánchez relata las 
investigaciones de Charles Darwin acerca de la herencia, así como el trabajo y 
las ideas de Johann Mendel sobre la genética y su relación con las matemáticas. 
Esperamos que lo disfruten.

Asimismo, queremos aunciar que Educación MatEMática emprende un nuevo 
camino en el mundo digital. Ahora, ya se pueden comprar artículos o números 
completos de la revista en el sitio www.santillana.com.mx/em. Esperamos que esta 
nueva opción ayude a que más lectores tengan acceso a nuestra contribución a la 
educación matemática y su estudio.

El Comité Editorial
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la geometría dinámica 
como una herramienta de mediación 
entre el conocimiento perceptivo 
y el geométrico

ivonne twiggy sandoval Cáceres

resumen: Informamos el papel de la geometría dinámica (gd) como una herramienta 
mediadora entre el conocimiento perceptivo y el geométrico. Se ejemplifica cómo afec
ta la gd a la estructura de los esquemas de uso que los estudiantes han desarrollado 
previamente en otros ambientes. La perspectiva teórica se erige sobre dos principios: 
el primero, el principio cognitivo, establece que toda forma de conocimiento está 
mediada por la acción de una herramienta material o simbólica. El segundo, el epis
temológico, establece que la mediación de una herramienta transforma la naturaleza 
del conocimiento en construcción. La experimentación se realizó con 15 estudiantes 
entre 15 y 18 años. Los resultados sugieren que los estudiantes pueden descubrir 
y construir nuevos esquemas de uso como resultado de las dificultades generadas 
por el empleo inadecuado de una herramienta propia de la gd. En este proceso, el 
papel del profesor es fundamental.

Palabras clave: geometría dinámica (gd), herramienta vs. instrumento, mediación 
instrumental, conocimiento perceptivo vs. geométrico, estudiantes de preparatoria.

dynamic geometry, a mediation tool between perceptual 
and geometric knowledge
Abstract: We report on the role of Dynamic Geometry (gd) as a tool mediating 
between perceptive and geometric knowledge. Here we exemplify how gd changes 
the structure of the schemes that students had previously developed in other envi
ronments. These results are part of a project that was carried out for three years. 
The theoretical perspective taken is based on two principles: the first one, the cogni
tive principle, maintains that all forms of knowledge are mediated by the action of a 
material or symbolic tool. The second, the epistemological principle, sustains that the 
mediation of a tool transforms the nature of knowledge which is under construc
tion. The experimental phase was developed with 15 students aged 1518. Results 
suggest that students can discover and construct new schemes of use as a result 
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of difficulties generated by inadequate use of dynamic geometry tools. Throughout 
this process, the teacher’s role is fundamental.

Keywords: dynamic geometry (gd), tools vs. instrument, instrumental mediation, 
perceptive vs. geometric knowledge, college students.

introduCCión

Durante los últimos años, la geometría ha venido recuperando su lugar en la 
enseñanza. Ello se debe, en gran medida, al impulso recibido desde la geometría 
dinámica (gd), que ha puesto de manifiesto el carácter estructural de los dibujos 
que se generan sobre la pantalla de las computadoras o calculadoras. Hoy día, 
se vuelven a plantear problemas que han sido recurrentes para la enseñanza de 
la geometría, como la confusión entre los objetos geométricos y los dibujos que 
los representan.

Las matemáticas constituyen una forma de tecnología simbólica y, en concor
dancia con ello, la gd se concibe como un instrumento semiótico que exhibe su 
fuerza en la manera como responde al problema del objeto geométrico. A partir 
de ahí, el razonamiento geométrico puede verse enriquecido por los modos de 
argumentación que se hacen viables al acercar la percepción y el razonamiento.

Una dificultad documentada en la literatura (véase el apartado “Antecedentes”) 
y conocida por los profesores de geometría es la relacionada con el aprendizaje de 
las propiedades geométricas. O sea, la capacidad de descubrir relaciones estruc
turales de los objetos geométricos, la de expresar dichas propiedades tanto de 
manera oral como escrita y, finalmente, la habilidad para validarlas en el marco 
de una teoría. Una posible causa puede ser el tipo de representación estática que se 
utiliza para movilizar las ideas geométricas durante una clase. Por lo tanto, sería 
necesario describir y analizar lo que sucede cuando se utiliza la gd.

En este artículo pretendemos responder: ¿qué tipo de conocimiento moviliza 
el estudiante al resolver problemas geométricos en un ambiente de gd y su rela
ción con los esquemas de uso que se construyen?

Los resultados que se presentan forman parte de una investigación cuya pro
blemática se centra en estudiar la “influencia de la geometría dinámica en el surgi
miento y desarrollo de estrategias argumentativas en la resolución de problemas 
geométricos de los estudiantes de preparatoria”. Este problema de investigación 
forma parte de un proyecto doctoral (Sandoval, 2005). Algunos de los resultados 
se han publicado en congresos nacionales e internacionales.
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AnteCedentes

En toda actividad geométrica es indiscutible el papel que han tenido y siguen te
niendo las representaciones geométricas como apoyo a la intuición, ya que son 
fundamentales en la comprensión de enunciados, en los procesos de exploración 
y conjetura, en la resolución de problemas y en la búsqueda de demostraciones, 
pues dejan “ver” lo que oculta el enunciado. Al respecto, Mesquita (1998) afirma 
que la representación geométrica, aunque no permite resolver directamente el 
problema, contribuye a la definición de la estructura del problema para facilitar 
las transformaciones de una representación a otra. Pero ¿qué sucede cuando el 
dibujo no está bien hecho? Con frecuencia, los alumnos tienen dificultades para 
decodificar una representación geométrica, para descubrir las relaciones estruc
turales y, más aún, para describirlas coherentemente y utilizarlas en la resolución 
de un problema. En ocasiones, la representación puede generar obstáculos que 
impidan llegar a una solución.

Un ejemplo que ilustra cómo utilizan los estudiantes la percepción como 
medio de deducción es el siguiente (Pluvinage, 1996; Sandoval, 2001, 2005):

En este esbozo, hecho a mano, están dibujados:

• un rectángulo ABCD;
• un círculo con centro en A que pasa 

por D.

El círculo corta el lado AB en el punto E.
¿Qué longitud tiene el segmento EB?

 3 cm 3.5 cm 4 cm Ninguna de las anteriores

Este problema se aplicó en mayo de 2005, a estudiantes de secundaria 
como parte de una competencia regional realizada en un estado de la República 
Mexicana, vía Internet. Hasta ese momento, Cabri había sido poco utilizado por 
los maestros. Los resultados obtenidos, de un total de 13 930 alumnos de los 
tres grados de secundaria, se presentan en la figura 1.

Los resultados obtenidos muestran una fuerte tendencia a establecer única
mente relaciones perceptivas, similar en los tres grados (82%). Lo anterior presu
pone un razonamiento basado en la percepción y vinculado con la representación 
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geométrica, desligada de la información dada tanto en ésta (longitud de los seg
mentos del rectángulo) como en el enunciado. Cabe destacar que el programa 
curricular de los tres grados contempla el estudio de estas figuras geométricas 
tanto en su construcción como en el estudio de sus propiedades. Los resulta
dos anteriores hacen comprensible que la confusión entre el dibujo y el objeto 
geométrico sea un problema presente en diferentes niveles educativos. Esto se 
debe a que la representación no alcanza a ser concebida, al mismo tiempo, como 
objeto perceptivo y estructural.

La gd ofrece un campo de exploración que no es factible en las represen
taciones con lápiz y papel. Los resultados de investigaciones muestran no sólo 
potencialidades en el uso de la gd en la resolución de problemas matemáticos, 
sino también restricciones. Por ejemplo, Arzarello et al. (1998) y Olivero (2003) 
encontraron que el arrastre permite la exploración y la validación de una cons
trucción para producir y validar conjeturas y, a la vez, ayuda a su formulación 
de manera condicional (los estudiantes construyen enunciados del tipo Si… 
entonces…) “Los comportamientos de arrastre cambian según la especificidad de 
las modalidades epistemológica y cognoscitiva” (p. 33). En este mismo sentido, 
Olivero y Robutti (2001) consideran que la medida en Cabri constituye un puen-
te entre el nivel perceptivo y el teórico, y puede ser una ayuda en la interacción 
entre los dos niveles.

Figura 1 Resultados obtenidos a este problema, estratificado por grados

6 000

5 000

4 000

3 000

2 000

1 000

0
1 grado 2 grado 3 grado

Total 5 055

 859
4 190

4 688

 865
3 823

4 187

 721
3 461

Respuestas correctas
Respuestas incorrectas
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Las medidas son útiles cuando el estudiante desea saber si algo es verdad; 
sin embargo, si el alumno desea probar que algo es verdad, las medidas no le 
son útiles por mucho tiempo. […] Las medidas en Cabri [de la misma manera 
que el arrastre] son herramientas de mediación entre el nivel perceptivo de 
la actividad matemática y la teórica de los estudiantes (p. 11).

Otra de las potencialidades está relacionada con el estatus de dependencia 
y orden de los componentes de una representación. Al respecto, Talmon y 
Yerushalmy (2004) afirman que en la gd el orden en que se dibujan los compo
nentes de un objeto y la dependencia entre ellos es determinante, mientras que 
en la geometría de lápiz y papel no parece tener sentido.

Por otro lado, el uso de la gd en la resolución de problemas abiertos fomenta 
la producción y validación de conjeturas, ya que “pone énfasis en aspectos teóri
cos del dibujo y hace que los estudiantes sean conscientes de la teoría que hay 
detrás de sus dibujos” (Furinghetti et al., 2001, p. 334).

Una de las restricciones que tiene la gd se relaciona con lo numéricopercep
tivo. Para resolver este conflicto de usar un software y uno más general y teórico, 
el papel del profesor es crucial. Al respecto, Olivero y Robutti (2002) resaltan la 
importancia de esta intervención en el sentido de hacer conscientes a los alum
nos para que vean “que una demostración no depende de una representación 
gráfica particular que ha sido usada” (pp. 1415).

Teniendo en cuenta tanto las potencialidades como las restricciones ante
riores, partimos del supuesto de que el uso de la gd contribuye al desarrollo de 
la comprensión de las ideas asociadas con la construcción y la demostración 
en geometría. Además, que las herramientas del arrastre, la construcción y la 
medida ayudan a los alumnos en la transición de lo perceptivo a lo teórico.

el pApel de lAs herrAmientAs 
en lA ConstruCCión del ConoCimiento mAtemátiCo

Los seres humanos nos hemos valido de artefactos de todo tipo para mediar 
acciones. En la educación, en particular, Rabardel (1999) considera que los 
instrumentos cumplen una función muy importante para el estudiante, no son 
únicamente auxiliares o neutros dentro de la enseñanza, son parte activa en la 
construcción del conocimiento mediante sus acciones.
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Los artefactos, las herramientas y los signos contribuyen a la formación de 
las funciones psíquicas y los conocimientos. Los instrumentos constituyen las 
formas que estructuran y mediatizan nuestros registros de las situaciones y 
los saberes y, por ello, ejercen una influencia que puede ser considerable. La 
mediación instrumental aparece como un concepto central para pensar y anali
zar las modalidades por las cuales los instrumentos influyen en la construcción 
del saber (p. 204).

Para Rabardel (1999), un artefacto puede ser material o un sistema simbólico, 
empleado como medio para la acción (el ábaco, la computadora, mapas o un 
programa de gd). El instrumento es una entidad mixta que comprende el artefacto 
material y los esquemas de uso. Estos últimos son las representaciones que han 
formado parte de las competencias del usuario y que son necesarias en la utiliza
ción del artefacto. Es decir, son resultado de una construcción propia del sujeto, 
autónoma o producto de una apropiación de esquemas sociales de utilización.

Cada herramienta genera un campo de acción y, a su vez, le impone al sujeto 
ciertas restricciones que debe identificar, comprender y aprender a administrar. 
Dichas restricciones hacen posible el surgimiento de nuevos tipos y nuevas formas 
de acción. En tal sentido, la utilización de una herramienta incrementa las capa
cidades de asimilación del sujeto y contribuye a la apertura del campo de sus 
acciones posibles (Rabardel, 1999).

El artefacto relacionado con la acción es lo que Rabardel denomina instrumen-
to. Por ejemplo, dos instrumentos diferentes relacionados con el artefacto compás 
son construir círculos o trasladar una distancia. Un artefacto puede generar varios 
instrumentos. La producción de éste se llama instrumentación. Con la utilización 
del artefacto compás y las propiedades asociadas al uso de este artefacto puede 
generarse la definición de círculo (Santillán, 2002).

El impacto del instrumento sobre la conceptualización no se manifiesta de 
inmediato dados los sistemas técnicos complejos. La apropiación del instru
mento por parte de los usuarios resulta de un desarrollo progresivo de génesis 
instrumental (véase figura 2). Entonces, el instrumento no es algo dado, no existe 
en sí mismo, sino que es elaborado por el sujeto en este proceso. El instrumento 
se convierte en tal, cuando el sujeto se ha apropiado de él y lo ha integrado a 
su actividad (Rabardel, 1999, p. 210).

Analicemos brevemente cómo resolver el siguiente problema usando gd: Sea 
AB un segmento, d la mediatriz de AB, O un punto de la mediatriz (véase la 
figura 3). Construir el rectángulo con centro en O y vértices A y B.
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La manera de resolver el problema tiene relación estrecha con las herra
mientas disponibles y su manejo depende de la integración del conocimiento 
matemático y de la propia herramienta. En particular, en Cabri se pueden usar 
la simetría central, rectas paralelas, perpendiculares y círculo, o rectas y círculo 
para construir un diagrama dinámico de un paralelogramo. El empleo de la 
herramienta afecta no sólo la opción de la estrategia de la construcción, sino 
también las acciones que le sucederán.

Cada una de las acciones que se van a implementar requieren una comu
nicación con Cabri mediante movimientos del cursor y clics. Laborde (2004b) 
define esta secuencia de acciones básicas como un esquema de acción instru-
mentado. Además, el usuario debe construir una organización invariante unida a 
la secuencia de acciones elementales y es lo que se define como el esquema de 
uso (Rabardel, 1999). Como lo plantea Laborde (2004a, 2004b), el diseño del propio 
programa afecta la construcción de éstos, incluso el conocimiento matemático 
también está inmerso en ellos.

Por tanto, la manera de resolver un problema en matemáticas tiene relación 
estrecha con las herramientas disponibles y su manejo depende de la integración 
del conocimiento matemático y de la propia herramienta. Como lo comenta 
Santillán (2002):

El medio […] es la base material que hace posible las acciones del sujeto 
[…] La meta o fin no cambia si utilizamos una u otra herramienta, pero el 
proceso para alcanzar la meta, según los medios que se utilicen, cambia y 
cambia la estrategia. La planeación, una actividad cognitiva compleja, queda 

Figura 2 Explicación de la génesis instrumental (Trouche, 2003)

Una herramienta
Sus posibilidades
Sus limitaciones

Un sujeto
Su conocimiento

Sus hábitos de trabajo

Instrumentación

Instrumentalización

Génesis instrumental
Resultado de la actividad

indivitual del sujeto
Resultado de la actividad
organizada del profesor

Un instrumento
Herramienta  esquemas
de acción instrumentados
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marcada por la herramienta […] La actividad cognitiva es inherente al instru
mento (p. 82).

Como se ha esbozado a lo largo de esta sección, el uso de las tecnologías 
digitales conlleva una reestructuración cognitiva, ya que también requiere el 
aprendizaje de una sintaxis. En algunos casos, el manejo de una sintaxis diferente 
a la del ambiente informático, como es el ambiente de lápiz y papel, genera en 
el estudiante ciertas dificultades, las cuales se deben principalmente a que los 
usuarios prefieren trasladar sus estrategias de lápiz y papel a estas tecnologías 
digitales al resolver los problemas. La introducción de estas tecnologías digita 
les en la enseñanza ha sido concebida por algunos como la solución para evitar 
los problemas materiales a los estudiantes y permitirles examinar sólo sus pro
blemas conceptuales. La situación no es así de simple, ya que las herramientas 
introducen problemas de manipulación y nuevas preguntas en cuanto a la reso
lución de tareas planteadas a los estudiantes (Laborde, 2004).

metodologíA

El tipo de estudio que informamos es exploratoriodescriptivo (Hernández et al., 
2003), ya que analizamos la relación entre lo perceptivo y lo teórico en el razo
namiento de los estudiantes cuando resuelven un problema apoyados en la gd 
de Cabri. Realizar el análisis requirió un seguimiento a partir del momento en el 

d

O

B

A

Figura 3 Representación figural del problema
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que los alumnos comenzaban la lectura del enunciado y todas las acciones reali
zadas durante el transcurso de la actividad. Este tipo de metodología permite dar 
cuenta, por ejemplo, de la utilización de herramientas, el uso o identificación de 
alguna propiedad dentro del campo perceptivo o teórico, y la sistematización y 
validación de las soluciones, así como también de los vacíos de significación y las 
diferentes interpretaciones que requerían procesos de negociación de significa
dos y cambios en las acciones implementadas. En esta investigación se utilizaron 
técnicas de tipo cualitativo. En particular, el estudio de casos permitió mostrar 
la consistencia de los significados personales de los estudiantes involucrados en la 
resolución de los problemas.

La experimentación se realizó durante tres meses con 15 alumnos de primer 
semestre de bachillerato en la Ciudad de México durante tres meses. La edad 
de los estudiantes osciló entre 15 y 18 años, con conocimientos elementales de 
geometría y sin experiencia alguna con la gd. Dichos conocimientos y habilidades 
básicas se confirmaron a través de un cuestionario y una entrevista semiestructura
da. Los criterios para seleccionar a los participantes se basaron en el cuestionario 
inicial, buscando tener una muestra representativa de cada una de las diferentes 
categorías establecidas por Sandoval (2001) en relación con la interpretación 
figural y con las formas de argumentación. La participación de los estudiantes 
no estuvo sujeta a calificación alguna y fue en horario fuera de clase.

Mi participación fue activa dentro de la fase experimental, pues fui la ins
tructora de los sujetos de estudio en el proceso de familiarización con Cabri y 
observadora participante en la fase de implementación de las actividades.

La tecnoLogía utiLizada

Para la experimentación se utilizaron computadoras, una por equipo de trabajo, 
debido a la facilidad para videograbar el desarrollo de las actividades. Puesto que 
el interés era observar cómo algunas herramientas propias de la gd generan o 
modifican las soluciones presentadas por los estudiantes, se puso especial atención 
en observar la interacción que tuvieron los sujetos de estudio con este tipo de tec
nología, esos objetos informáticos, sus representaciones y cómo los relacionaron 
con la solución de los problemas planteados en las actividades.

Se utilizó Cabri en el supuesto de que puede ayudar a los estudiantes a 
identificar las propiedades geométricas que subyacen en la construcción de la 
figura y que son necesarias para la producción de una explicación (Arzarello et 

EM21-1_pp001-016.indd   13 4/13/09   12:41:54 PM



1� Educación MatEMática, vol. 21, núm. 1, abril de 2009

La geometría dinámica como una herramienta de mediación

al., 1998; Furinghethi et al., 2001; Mariotti, 2001; Olivero y Robutti, 2001, 2002; 
Olivero, 2003). Se comprobó que la tecnología provee, en este caso, la retroali
mentación a las acciones que necesitan los estudiantes para poder interpretar 
sus resultados dentro de la geometría euclidiana.

Las actividades

En el diseño y selección de las actividades se tuvo en cuenta: el nivel académico 
de los estudiantes, el potencial de la gd de Cabri, la presentación de las actividades 
y los contenidos involucrados en la solución de cada actividad. El diseño de las 
actividades por explorar incluyó problemas abiertos (en el sentido que lo pro
ponen Furinghetti et al., 2001, p. 322). La actividad aquí informada se rediseñó 
de Healy y Hoyles (1998) de tal manera que permitiera la construcción de una 
configuración dinámica, análisis de invariantes, construcción de un enunciado (con
jetura) y elaboración de una explicación (validación de una conjetura).

trabajo en eL saLón de cLase

Se estableció un acuerdo dentro del salón de clase que implicó nuevos papeles 
tanto para mí como para los estudiantes. En este tipo de trabajo los alumnos 
están conscientes de que todos pueden y deben contribuir a la solución del 
problema y que la participación y comparación de ideas y estrategias es mucho 
más productiva que el esfuerzo aislado.

Cada sesión de trabajo se dividió en dos partes. En la primera, los alumnos 
se organizaron en equipos de máximo tres y se les dio un tiempo adecuado (en 
promedio hora y media) para que exploraran y resolvieran el problema plantea
do. En la segunda parte, un estudiante de uno de los equipos, elegido por ellos 
mismos, presentó el proceso y la solución obtenida por su equipo a todos los 
demás participantes de la clase. La discusión fue dirigida por mí. La discusión 
plenaria permitió la afinación de argumentos y, en general, una reflexión más 
profunda sobre las estrategias involucradas en la solución de los problemas. Los 
estudiantes, con su trabajo y apoyados en la gd mediante procesos de explora
ción, generaron conjeturas y argumentos que validaron sus resultados. En este 
artículo sólo presentaremos los resultados de la primera parte de la sesión de 
trabajo relacionada con resolución de problemas abiertos.
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eL proceso de famiLiarización con cabri

El propósito era buscar que los alumnos conocieran el funcionamiento básico de 
la gd; que generaran sus propios esquemas de uso y manejaran la herramienta 
con eficiencia. Esta etapa les permitió conocer y localizar los diferentes comandos, 
diferenciar entre objetos independientes (iniciales) y objetos dependientes, esta
blecer relaciones entre diversos objetos, utilizando los comandos del programa, 
etc. Una figura en Cabri puede realizarse mediante distintos procedimientos de 
construcción. En tal sentido, la gd permite varias maneras de resolver un mismo 
problema. Se da por sentando que dicha solución depende del conocimiento 
movilizado por el sujeto.

resultAdos de lA ACtividAd en el sAlón de ClAse

Solucionar una actividad matemática en un ambiente tecnológico requiere dos 
clases de conocimiento: el matemático y el instrumental. Los significados que cons
truye un sujeto están contextualizados en la experiencia fenomenológica y en su 
proceso de descontextualización, esto es, una evolución en los significados requiere 
la construcción social en clase con la guía del profesor (Mariotti, 2001).

Hemos seleccionado algunos episodios correspondientes al desarrollo de un 
problema abierto. En diferentes segmentos de las transcripciones (diálogos o res
puestas escritas) se han resaltado, usando cursivas, las partes que consideramos 
más relevantes. Usaremos nombres ficticios para referirnos a los estudiantes.

El problema que se les planteó a los alumnos fue:

A es el centro de un círculo y AB es un radio. Construye la mediatriz del radio 
AB. (La mediatriz de un segmento es la recta perpendicular que lo divide 
en dos partes iguales.) En uno de los puntos donde la mediatriz corta a la 
circunferencia, coloca un punto C. Une los puntos A, B y C. ¿Qué figura se 
obtiene? Escribe un enunciado que caracterice tu conjetura. Explícala.
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descripción gLobaL de resuLtados

Los estudiantes se organizaron en siete equipos. De los resultados obtenidos, 
seis equipos hicieron bien la construcción sugerida en el enunciado, excepto un 
equipo formado por tres estudiantes. Este equipo se analizará en detalle en la 
siguiente sección.

La mayoría mostró claridad al interpretar el problema, no tuvieron dificultad 
con el significado de mediatriz ni de triángulo equilátero y se debió, posiblemen
te, a las discusiones previas en las actividades de familiarización y al comando 
de Mediatriz. Al parecer los estudiantes construyeron este esquema de uso. El 
interés no era indagar si los estudiantes tenían el concepto de triángulo equilá
tero o de mediatriz, sino explorar el resultado de integrar su conocimiento, sus 
maneras de trabajar y los esquemas de uso propios de las herramientas de Cabri 
para el problema geométrico planteado.

Una vez hecha la construcción, la primera estrategia para establecer el tipo 
de figura formada por los puntos A, B y C fue utilizar la medición. La conclusión 
a la que llegaron los seis equipos fue que el triángulo era equilátero, porque sus 
lados eran iguales y cada uno de los ángulos internos medía 60°. Su razona
miento se basa en lo que perciben referente a la apariencia y a su propia lectura 
de los datos numéricos dados por la gd. Todos los equipos usaron el arrastre 
para verificar su construcción.

Para justificar que la figura siempre era la misma (un triángulo equilátero), en 
el caso de los mismos seis equipos, los alumnos retomaron parte de la descrip
ción hecha de su construcción. Cinco equipos establecieron la primera relación 
geométrica: los segmentos AC y AB son radios de la misma circunferencia y, por 
tanto, son iguales.

En la redacción de enunciados se identifican diferencias en relación con su 
estructura. En el caso de los equipos de RenéFernando, LilianaGabriela, Fer 
mínGustavo, lo que prevaleció fue la descripción de sus observaciones y, por ende, 
no utilizaron una estructura del tipo “si… entonces…”. Un ejemplo de este tipo 
de enunciado es el de Fermín: “Toda figura que tenga un punto como centro de un 
círculo, y otro punto (en la circunferencia) unido con el centro (o sea un radio), 
una mediatriz que tenga un punto en cualquier lado de ella y que divida el ra
dio, al unir los tres puntos formará un triángulo equilátero.”

Sin embargo, enunciados como los escritos por FannyEnrique, Camila
GladisSofía y FelipeOmar establecieron condiciones y una conclusión. Uno de 
los enunciados con mejor redacción es el siguiente:
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Este tipo de enunciado se consideró como teórico, ya que hizo referencia a 
elementos geométricos y posiblemente fue el resultado de la interacción entre el 
conocimiento, los estudiantes y Cabri. En la redacción se nota el uso de cuanti-
ficadores universales y condiciones necesarias y suficientes.

Los resultados obtenidos (construcciones, enunciados y explicaciones) sugieren 
que, si un alumno tiene una interpretación “pobre” de los elementos involucrados 
en el dibujo electrónico y éstos están asociados con el problema, su solución 
quedará ligada con herramientas perceptivas. Estas herramientas se caracterizan 
por su relación con la apariencia y los resultados numéricos. Los argumentos se 
establecen con una estructura más descriptiva que explicativa. De lo contrario, 
los estudiantes exhiben el uso de herramientas no sólo propias del programa, 
sino un vínculo entre esa evidencia con la teoría geométrica, a fin de fundamen-
tar sus soluciones. En Sandoval (2005), se presenta una categorización de las 
estrategias argumentivas de los estudiantes al resolver problemas geométricos 
con gd. En la figura 5 se sintetiza lo realizado por los estudiantes y comentado 
en esta sección.

Figura 4 Enunciado redactado por Fanny y Enrique

Figura 5 Resultados globales de la actividad. Parte 1

Uso del arrastre
y la medición

Perceptivo
a teórico

Objetivo geométrico
Igualdad entre los radios de la misma

circunferencia

Dibujo
Medición de lados y ángulos

Exploración-Conjetura
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EsquEmas dE uso y gd. El caso dE gladis, sofía y camila (g, s y c)

La manera de resolver un problema, en matemáticas, tiene relación estrecha con las 
herramientas utilizadas y su manejo depende de la integración del conocimiento 
matemático y de la herramienta misma. Un ejemplo de ello, es el caso de G, S 
y C, quienes hicieron una interpretación diferente del enunciado del problema.

1. Esquemas de uso ligados al contexto del lápiz y el papel

La primera situación conflictiva a la que se enfrentó el equipo fue la ubicación 
del punto C1 y persistió durante el desarrollo de la actividad. Sofía leyó las 
instrucciones y, una vez que terminó el enunciado, señaló con su dedo en la 
pantalla el lugar del punto C. Cuando Gladis quiso ubicar el punto C con el 
comando Punto sobre objeto, en lugar de Punto de intersección, Cabri preguntó 
¿Qué objeto? (véase la figura 6).

Dicho mensaje indica ambigüedad. Las alumnas tenían un esquema de uso 
relacionado con esta herramienta análogo al ambiente de lápiz y papel, esto 
es, únicamente colocar un punto sobre la circunferencia y la mediatriz, pero en 
Cabri es diferente. El equipo no supo qué opción elegir y, por tanto, tal pregunta 
generó la disyuntiva de la ubicación del punto sobre la mediatriz o sobre la 
circunferencia (son las opciones que les muestra Cabri, véase la figura 6). Esta 
situación se evidencia en el siguiente diálogo, en el que Gladis preguntó a sus 
dos compañeras acerca de la ubicación del punto C:

Figura 6 Confusión generada por el comando Punto sobre objeto

¿Qué objeto?

A B

1 Donde la mediatriz corta a la circunferencia.
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gladis: ¿Sobre la mediatriz o sobre la circunferencia?

Sofía leyó nuevamente el enunciado: “Donde la mediatriz corta a la circun-
ferencia”.

Gladis lo ubicó sobre la mediatriz y continuó con la construcción utilizando 
el comando de Triángulo para unir los puntos A, B y C. Esta interacción evi-
dencia el desconocimiento que tienen las estudiantes sobre el comportamiento 
dinámico de las herramientas propias de Cabri y, por consiguiente, de la jerar-
quía de dependencia entre los objetos inmersos en una construcción. Asimismo, 
muestra ausencia de esquemas de uso propios de Cabri relacionados con punto 
de intersección y punto sobre un objeto, quizás por desconocimiento de las 
características de la geometría dinámica. Resolver esta ambigüedad requería un 
conocimiento de las características propias de los comandos Punto sobre objeto 
y Punto de intersección, esto es, de los objetos iniciales necesarios para utilizar 
dichos comandos. Sin embargo, el que las herramientas sean descubiertas por 
los estudiantes implica que las usen posteriormente con sentido.

2. Validación de conjeturas. Uso de la medición

La conjetura de Gladis, después de sus observaciones, fue que “se supone” que 
las medidas de los tres lados deben ser las mismas; es decir, el triángulo era equi-
látero. El equipo esperaba que los resultados de la medición fuesen iguales, pero 
se sorprendieron al ver que sólo la medida de los segmentos AC y BC reportaban 
dicha igualdad (véase la figura 7a). Al momento se generó un conflicto entre 

Figuras 7a y 7b Conflicto causado por la ubicación del punto C en la construcción
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su percepción y el resultado de la medición, no obstante las motivó a iniciar el 
proceso de búsqueda de explicaciones para ese resultado.

Camila: ¡Ehhh! ¿No será que este punto está muy abajo [se refiere al punto 
C]? A ver sube tantito el punto C.

gladis: Es que el punto C como lo colocamos sobre la mediatriz, dije que era 
sobre la circunferencia. ¿Lo coloco sobre la circunferencia?

Camila y sofía: ¡Sí!

Al momento no utilizaron el arrastre, sólo razonaron basadas en la figura 
estática. Gladis borró el punto C y lo colocó ahora sobre la circunferencia, luego 
trazó el triángulo. De nuevo, usaron el comando de medición para verificar su 
conjetura, pero los resultados no coincidieron. Ahora eran iguales los segmentos 
AB y AC y, por tanto, el conflicto entre lo perceptivo y la medición continúa 
(véase la figura 7b). Otra vez el equipo buscó explicaciones para esas medidas.

gladis: Pero, ¿por qué cambió éste? [Se refiere a la medida del segmento BC].
sofía: O sea es que de hecho éste [señala AC] sí debe medir igual que éste 

[señala a AB] porque son radios.

Tal estrategia argumentativa evidenció elementos teóricos, ya que no estaba 
anclada únicamente en la percepción, pues las estudiantes lograron ver a través 
de ella (proceso de visualización). En otras palabras, la interpretación que le dan 
a dicha representación se acerca más al objeto geométrico. Sofía establece las 
relaciones estructurales que dan soporte a lo que las medidas muestran (véanse 
las figuras 7a y 7b): todos los radios de la misma circunferencia son iguales, 
como queda plasmado en el siguiente diálogo.

sofía: Pero si éste [parece que se refiere al triángulo ACO]2 tiene la misma 
altura que éste [parece que se refiere al triángulo BCO].

gladis: ¿Tiene que ser el triángulo equilátero? Se supone que con base en la 
construcción que hicimos los tres lados sí debían medir lo mismo.

Estos resultados coinciden con lo afirmado por Olivero y Robutti (2003) 
en el sentido de que la medición propició la reflexión entre lo que observaban 

2 Se denotará como O al punto de intersección de la mediatriz y el radio AB.
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numéricamente y su conocimiento geométrico. Es decir, esta herramienta sirvió 
de puente entre el conocimiento perceptivo y el geométrico.

3. De lo perceptivo a lo geométrico. Uso del arrastre

Como se describió en el inciso 2, la medición generó conflicto en las estudiantes 
y, por consiguiente, se vieron en la necesidad de revisar su conjetura. Hasta ese 
momento las medidas fueron el único medio de verificación, sin embargo, apareció 
otra herramienta en juego, sugerida por Sofía: “Hazle el arrastre nada más para ver 
qué triángulo forma”. Gladis seleccionó el punto C y lo movió lentamente, buscan-
do que las tres medidas coincidieran, y así sucedió.

Camila: ¡Ya! Ya quedó.
gladis: ¿Aquí? ¿Crees que esté bien encima de la recta y la circunferencia?

Lo anterior muestra el origen de una nueva conjetura: para que las medidas 
sean iguales, es decir, que el triángulo ABC sea equilátero, el punto C tiene que 
estar en la intersección de la mediatriz y la circunferencia. La relación que se es-
tablece entre los elementos es perceptiva.

sofía: […] Hazle la prueba del arrastre, a ver.

El arrastre ahora fue realizado sobre la circunferencia y se evidenció que las 
tres medidas permanecen iguales entre sí. Por lo tanto, se mantuvo la invariante 
de que el triángulo ABC era equilátero. La observación fue comentada en el 
equipo.

gladis: Es que no estaba bien el punto de arriba [refiriéndose al punto C].

Las conjeturas formuladas por el equipo son resultado de la exploración 
dinámica en su construcción, es decir, son enunciados dinámicos. El conflicto 
continuó, por lo que solicitaron mi intervención. Puesto que mi papel era de 
investigadora y no de profesora, mi intervención se limitó a sugerir nuevamente 
la lectura del enunciado y la revisión de la construcción. El equipo inició un 
intercambio de ideas con el propósito de buscar una explicación para la eviden-
cia numérica de su pantalla, pero no lograron encontrarla.
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Camila retomó su conjetura, el triángulo es equilátero si cumple con ciertas 
condiciones. Para verificarla, reubicó el punto C en la intersección (perceptiva) de 
la circunferencia y la mediatriz. Como resultado de la acción, las medidas coinci-
dieron. En el siguiente diálogo, la argumentación muestra el establecimiento de 
condiciones necesarias para que el triángulo sea equilátero.

gladis: Sí cumple [refiriéndose a que el triángulo ABC es equilátero].
sofía: Pues al hacer la prueba del arrastre [pausa] miden lo mismo.
gladis: Siempre y cuando el punto C esté sobre la circunferencia, ya que 

[retoma el ratón] la mediatriz es toda ésta [mueve a C sobre la mediatriz], por 
lo que el punto tiene que estar aquí [en la intersección].

Las conclusiones a las que llegaron fueron producto de un acuerdo mutuo, 
vinculado a la exploración dinámica del dibujo electrónico, como se muestra a 
continuación (figura 8).

A pesar de hacer exploraciones, mediciones, construcciones auxiliares y arras-
trar objetos libres, el equipo no pudo explicar por qué la igualdad de los tres 
segmentos. Lo que ellas informaron fue que el segmento AB y AC son radios y, 
por tanto, son iguales. La relación de igualdad del segmento BC con los otros 
dos se establece como dependiente de la posición del punto C, es decir, si está 
sobre la circunferencia o sobre la mediatriz. Este proceso de resolución se puede 
ilustrar mediante la figura 9.

Cabe destacar que, en la sesión posterior, estas estudiantes fueron las 
primeras en presentar sus resultados en plenaria y comentar sus dificultades. 
Gladis manifestó que obtuvieron dos resultados y tenían que ver con el tipo de 
triángulo en relación con el punto C. Esto es, el triángulo podía ser isósceles o 
equilátero, como se ilustró en el análisis anterior. Para ilustrarlo, Gladis construyó 

Figura 8 Justificación dada por G, S y C, al inciso 4
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dos dibujos electrónicos, a fin de ilustrar cada cuestión. En una construcción, el 
punto C fue ubicado sobre la mediatriz e ilustró el caso en que el triángulo es 
isósceles. En la segunda construcción, el punto C fue colocado como punto de 
intersección de la circunferencia con la mediatriz y, por tanto, el triángulo era 
equilátero. No fue claro, en la videograbación, cómo logró Gladis dar el paso de 
una relación perceptiva (primera parte de la actividad) a una geométrica, quizás 
como resultado de la interacción con sus demás compañeros después de la 
primera sesión de trabajo.

ConClusiones

El equipo de Camila, Sofía y Gladis fue el único que no logró interpretar correc-
tamente el enunciado del problema. Sin embargo, la manera de abordarlo les 
facilitó establecer relaciones interesantes y condiciones para que el triángulo for-
mado por los puntos A, B y C fuera equilátero. A pesar de que la relación entre 
la circunferencia y la mediatriz fue perceptiva en la primera parte de la actividad, 
la construcción presentada en la plenaria ya fue estructural; por lo tanto, se pone 
de manifiesto un cambio de lo perceptivo a lo geométrico.

Este equipo, al igual que los demás, conjeturó que el triángulo formado por los 
puntos A, B y C era equilátero y lo justificaron (inicialmente) con la medición y 

Figura 9 Proceso realizado por G, S y C en la resolución de este problema abierto
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el arrastre. Aunque en este artículo no se presenta la discusión detallada sobre 
las diferentes modalidades de uso tanto de la medición como del arrastre, dicho 
análisis sí formó parte de la investigación (Sandoval, 2005). El esquema de uso 
construido para las herramientas del arrastre y la medición le permitió a este equipo 
encontrar una configuración adecuada para que el triángulo fuera equilátero. En 
este sentido, se puede afirmar que estas herramientas, propias de la geometría 
dinámica, permitieron a los alumnos confrontar su percepción, sus conocimientos 
geométricos y la retroalimentación inmediata a sus acciones (derivadas de la teoría 
interna de la computadora), como un mecanismo de control para sus acciones.

El proceso de desarrollo presentado en el artículo evidencia un primer acerca-
miento de los educandos al utilizar la tecnología como un cuaderno electrónico, 
de manera análoga al contexto de lápiz y el papel: representaciones estáticas, aná-
lisis de un caso particular y, con base en él, elaboración de primeras conjeturas. 
Sin embargo, al utilizar el arrastre y la medición, los alumnos descubren defectos 
en sus construcciones, por lo que inician una transformación de sus representa-
ciones estáticas mediante las construcciones que obedecen la definición de los 
objetos geométricos involucrados. Esto es, utilizan la herramienta como un reor-
ganizador conceptual, lo que influye en la transformación de objetos particulares 
a genéricos (figuras 6, 7a y 7b).

La dificultad a la que se enfrentó el equipo C, S y G, causada por el uso de un 
comando equivocado, les permitió descubrir y construir un nuevo esquema de 
uso respecto a dicha herramienta. El mensaje ¿Qué objeto? (véase la figura 6), que 
genera Cabri, indica ambigüedad y, para entenderlo, se requiere tener un conoci-
miento considerable de la herramienta. Como se ha descrito en este artículo, este 
equipo no logró resolver esta situación en la primera parte de la actividad. Así que, 
para resolver situaciones como éstas, se requiere la intervención del profesor y la 
discusión con sus demás compañeros.

Resulta esencial comprender el comportamiento dinámico de las relaciones en 
estos nuevos ambientes, entiéndase: las jerarquías de dependencia entre los ele-
mentos de una construcción o al momento de utilizar cierta herramienta. Estos 
resultados coinciden con los encontrados por Talmon y Yerushalmy (2004), que 
afirman la importancia de establecer las relaciones de dependencia y la jerarquía 
entre los objetos inmersos en una construcción dinámica.

Retomando lo planteado por Rabardel (1999) en cuanto a que las herra-
mientas son parte activa en la construcción del conocimiento, podríamos decir 
entonces que el tipo de representación utilizada en el proceso de aprendizaje 
de un cierto conocimiento geométrico conlleva una conceptualización sobre el 
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objeto geométrico en cuestión. En este proceso, la experiencia que internaliza 
el estudiante puede tomar elementos propios de la evidencia mostrada a través 
de la herramienta que se utilice para tal fin. Por ejemplo, con lápiz y papel, la 
representación le da al estudiante muy poca visión sobre el objeto, pues no 
lo puede manipular. Con este nivel de evidencia casi nulo tiene que establecer 
el puente entre la representación y la teoría; es decir, convertir esa evidencia en 
una argumentación geométrica. Ahora bien, cuando se utiliza un programa de 
geometría dinámica, como en este caso, el estudiante tiene elementos de apoyo 
en la creación de ese puente. La argumentación generada en estas condiciones 
cambia con respecto a la argumentación propia de los ambientes de lápiz 
y papel. En un inicio, los argumentos pueden estar ligados únicamente a la 
apariencia, pero, gracias a la exploración que realiza el alumno, parece posible 
establecer un puente entre la evidencia geométrica de Cabri y una argumenta-
ción geométrica, donde los argumentos tengan un nivel superior de conceptua-
lización y formalización. En esta experiencia, los tratamientos llevados a cabo 
con la representación generada por la geometría dinámica no les dieron a las 
estudiantes los pasos para la organización de un razonamiento matemático 
formal que lograra dar una explicación a sus observaciones. Sin embargo, este 
tipo de interacción (entre estudiantes y estudiantes con gd) les mostró algunas 
invariantes y les permitió explorar sus conjeturas, de modo que les facilitó la 
movilización de elementos teóricos. Es así como los procesos llevados a cabo y 
las estrategias que respaldaron sus conjeturas (o que las descartaron) muestran 
una organización sistemática en sus afirmaciones para apoyar un resultado, 
aspectos necesarios en la construcción de una argumentación matemática.

En lo que se refiere a las actividades de problemas abiertos, en vista de los 
resultados obtenidos, la geometría dinámica brinda diferentes herramientas 
que pueden ser útiles en el proceso de resolución. Sin embargo, el educando 
es quien decide qué estrategia seguir para resolverlo, cuáles herramientas usar, 
cómo interpretar los resultados que aparecen en la pantalla y la manera de 
sistematizarlos.
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enseñanza experimental 
de las fracciones en cuarto grado

Paula b. Perera Dzul y Marta e. Valdemoros álvarez

Resumen: Este informe muestra los resultados globales obtenidos en un estudio en 
el que se desarrolla una enseñanza experimental con un grupo de cuarto grado de 
primaria (niños de 9 años de edad) de una escuela pública. Consta de un programa 
de enseñanza integrado con actividades que giran en torno a varios escenarios afines 
a la vida real de los niños. Aquí se exhibe cómo las actividades propiciaron en el esco-
lar la construcción de la noción de fracción y el reconocimiento de algunos de sus 
significados (relación parte-todo, medida, cociente intuitivo y rudimentos de operador 
multiplicativo). Asimismo, para valorar los avances alcanzados por los alumnos en el 
programa de enseñanza, se aplicaron dos cuestionarios, uno antes y otro después de 
su implementación. También se seleccionó a tres niños que fueron entrevistados para 
el estudio de casos, a fin de profundizar en los procesos relevantes de aprendizaje de 
cada uno de ellos.

Palabras clave: enseñanza experimental, significados de fracción, escenarios, 
matemática realista, resolución de problemas.

experimental teaching of fractions in fourth grade
abstract: This report shows the global results obtained in a study in which an experi-
mental teaching scheme is developed under a fourth grade group of a primary public 
school (9 year old students). This scheme is a teaching program composed of activities 
focused on a variety of scenarios close related to the child-ren’s daily life. This work 
remarks how these activities favored the construction of the notion of fractions in the 
student, as well as the recognition of some of its meanings (part-whole relationship, 
measure, intuitive quotient and multiplicative operator rudiment). Moreover, in order to 
asses the achieved goals of the stud-ents in the teaching program, two questionnaires 
were applied: one before the implementation and the other one after it. Furthermore, 
three children, chosen in advance for the case study, were interviewed with the objec-
tive of analyzing the most relevant learning processes involved in each one of them.
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intRoDuCCión

La enseñanza y el aprendizaje de las fracciones siguen teniendo dificultades 
(Figueras, 1988, 1996; Valdemoros, 1993, 1997, 2001; Pitkethly y Hunting, 1996; 
Perera y Valdemoros, 2002) en la educación básica. Una de las causas es que son 
poco usadas en situaciones de la vida real, por lo tanto, los niños cuentan con 
escasos conocimientos previos (Freudenthal, 1983) cuando inician el estudio de 
este contenido matemático en la escuela primaria. Otro de los problemas, posible-
mente, se deba a la enseñanza del lenguaje de las fracciones en edad temprana, así 
como a la implementación de tareas abstractas relacionadas con estos números.

En los últimos años se ha producido una gran riqueza de información en torno 
a las fracciones, esto se ha hecho evidente en publicaciones recientes de volúme-
nes completos (The Journal of Mathematical Behavior, vol. 22, núms. 2 y 3, 2003) 
consagrados a investigaciones sobre la enseñanza y aprendizaje de estos números, 
de las cuales mencionamos algunas de ellas en los siguientes párrafos.

Investigadores como Sáenz-Ludlow (2003), Steencken y Maher (2003) y Bulgar 
(2003) realizaron experimentos de enseñanza en torno al conocimiento de las 
fracciones con alumnos de cuarto grado de educación básica. Al respecto, pun-
tualizamos que Sáenz-Ludlow (2003) estableció que un importante resultado 
de su estudio fue el reconocimiento de que los niños construyeron un puente 
entre sus conocimientos de número natural y la conceptualización inicial de la 
fracción, en particular, en todos discretos. Por su parte, Steencker y Maher (2003) 
observaron en los alumnos el uso de diagramas con explicaciones para exponer 
sus ideas. Asimismo, Bulgar (2003) señala que las representaciones creadas por 
los niños para expresar sus ideas y argumentar sus respuestas los ayudaron a 
resolver las actividades.

Nabors (2003) implementó un experimento de enseñanza constructivista con 
cuatro estudiantes que interactuaron en un micromundo computacional usado 
para resolver tareas de razonamiento fraccionario.

Otros estudios efectuados en torno a la enseñanza de las fracciones (Steffe, 
2002, 2003; Tzur, 2004), en los cuales los niños interactúan entre ellos y con el 
investigador, plantean la interacción como actividad importante para la compren-
sión de este contenido.
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También hay investigaciones que enfocan su atención en las estrategias 
de solución que presentan los estudiantes en los problemas vinculados con la 
noción de fracción (Christou y Philippou, 2002; Misailidou y Willians, 2003).

Considerando que el estudio de las fracciones es una de las tareas más difí-
ciles de realizar en el ámbito de la enseñanza elemental, en esta investigación se 
abordan los significados de la fracción vinculados a: relación parte-todo, medida, 
cociente intuitivo (reparto) y rudimentos de operador multiplicativo. La selección 
de estos contenidos se justifica porque la noción de medida y cociente intuitivo 
están considerados en el programa de cuarto grado de Educación Primaria del 
Plan y Programas de Estudios (sep, 1993) de México, no así el de operador 
multiplicativo —contemplado en el quinto grado junto con el de razón—; a pesar 
de esto, decidimos explorar las ideas embrionarias de operador multiplicativo, 
por estimarlo accesible para los niños del presente estudio. Hemos excluido de 
esta investigación el significado de razón por considerarlo demasiado complejo 
y, como tal, susceptible de ser tratado en otro trabajo.

El estudio se llevó a cabo con un grupo de cuarto grado de educación pri-
maria. Elegimos este nivel porque es en el grado donde se profundiza el trabajo 
con las fracciones, haciendo más complejo su uso a través de la resolución de 
problemas en diferentes entornos (Plan y Programas de Estudio, Primaria, sep, 
1993). Asimismo, observamos que las tareas expuestas en el libro de texto oficial 
de dicho grado son pocas en comparación con las actividades presentadas en los 
libros de texto de quinto y sexto grados. Además, notamos que el libro de texto de 
cuarto grado no ha tenido ningún cambio desde 1994, mientras que los de tercero, 
quinto y sexto grados fueron sustituidos por nuevos textos y publicados en 2001.

PRobleMa De inVestigaCión

Debido a la complejidad que presenta para los niños la construcción del cono-
cimiento de fracción, nos surgieron estas preguntas:

• ¿Qué estrategias y situaciones de enseñanza debe implementar el maestro 
para facilitar el aprendizaje de los números fraccionarios en los niños de 
cuarto grado de educación primaria?

• ¿Cuál debe ser la intervención del maestro en la resolución de las acti-
vidades en el aula para que el alumno logre construir un conocimiento 
sólido de las fracciones?
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• ¿Qué dinámica grupal es conveniente establecer en el aula para que se 
propicie en el niño el desarrollo de actividades sobre fracciones de una 
manera eficaz?

Acorde con las preguntas expuestas, el problema de esta investigación se 
refiere a cómo influye en el niño una enseñanza matemática realista y lúdica, 
desarrollada con un enfoque constructivista, en la adquisición de las nociones 
relativas a la fracción.

Ante esta problemática, la hipótesis de nuestro estudio la planteamos como:

Un programa de enseñanza constructivista, realista, lúdico y cooperativo favore-
cerá en el niño de cuarto grado de educación primaria la consolidación de la 
noción de fracción y de los significados de relación parte-todo, medida, cociente 
intuitivo y la idea embrionaria de operador multiplicativo.

Relacionado con el problema de investigación, el objetivo general que nos 
propusimos lograr es: Establecer si una enseñanza constructivista, a través de 
actividades realistas y lúdicas resueltas de manera colaborativa, propicia en el 
niño de cuarto grado el afianzamiento del aprendizaje de las fracciones.

Respecto a los objetivos específicos que se pretendió alcanzar en este estudio, 
destacamos:

• Verificar que las actividades realistas de la enseñanza favorezcan en los 
alumnos una mayor comprensión de los números fraccionarios.

• Comprobar que las situaciones propuestas a través de la resolución de 
problemas propicien en los niños la construcción de los significados ele-
mentales de la fracción.

• Constatar que la interacción y el debate entre los alumnos contribuyan a 
la resolución reflexiva de los problemas planteados.

MaRCo teóRiCo

En este apartado presentamos algunas ideas de didáctica de las matemáticas que 
ofrecen un fundamento a nuestro estudio. También mostramos enfoques rela-
cionados con la didáctica de las fracciones. Además, enunciamos determinadas 
aportaciones de la psicología de la cognición acerca de estos números.
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En relación con la didáctica de las matemáticas, Brousseau (2000) menciona 
que actualmente el término didáctica comprende la actividad misma de la ense-
ñanza de las matemáticas, el arte y el conocimiento para hacerlo, la habilidad 
para preparar y producir los recursos para realizar esta actividad y todo lo que se 
manifiesta en torno a ella. Este autor también menciona que el enfoque actual 
de la enseñanza está orientado a solicitar al maestro la elección de problemas 
que provoquen en el alumno aprendizajes que se manifiesten a través de res-
puestas nuevas.

Freudenthal (1983), basándose en su fenomenología didáctica, critica la en-
señanza tradicional basada en el desarrollo de conceptos, pues esta manera de 
instruir acentúa el aspecto formal de las definiciones. Freudenthal señala que 
este modo de enseñar fragmenta las relaciones con otros contenidos matemáti-
cos y no se fundamenta en la experiencia del estudiante, propiciando que los con-
ceptos queden aislados en la mente del alumno, lo que impide que los aplique 
en la resolución de problemas asociados a su vida cotidiana.

Goffree (2000) plantea un enfoque didáctico en el cual menciona el marco de 
una educación matemática realista, brindando numerosos fundamentos didácticos a 
la enseñanza. Este autor señala que el maestro debe diseñar situaciones proble-
máticas concretas para que el niño pueda dar sus propios significados, así como 
crear modelos de una situación real que permita al alumno investigarla, apro-
piándose de dichos modelos para solucionar otros problemas. También indica 
que el profesor debe tener en cuenta cualquier conflicto cognitivo que el niño 
haya pensado por sí mismo para incluir la reflexión en la clase. Además, men-
ciona que hay que propiciar en el aula la interacción entre los niños de manera 
natural, basando la enseñanza de las matemáticas en problemas del mundo real 
como fuente de ideas y de situaciones en donde puedan ser aplicadas.

En cuanto a la didáctica de las fracciones, Thomas Kieren ha realizado diver-
sos estudios acerca de la construcción de estos números. Este autor reconoce 
varios constructos intuitivos (medida, cociente, operador multiplicativo y razón), 
en los que subyace el conocimiento de la fracción. Además, identifica un quinto 
constructo intuitivo: la relación parte-todo que sirve de base para la construcción 
de los otros cuatro citados anteriormente (Kieren, 1983). Teniendo en cuenta la 
importancia de estos constructos intuitivos en nuestra indagación, consideramos 
apropiado describir la naturaleza básica de ellos.

Las definiciones que Kieren (1980) da a los constructos intuitivos son las 
siguientes: la relación parte-todo la considera como un todo (continuo o dis-
creto) subdividido en partes iguales y señala como fundamental la relación que
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existe entre el todo y un número designado de partes. La fracción como medida 
la reconoce como la asignación de un número a una región o a una magnitud 
(de una, dos o tres dimensiones), producto de la partición equitativa de una 
unidad. La fracción como cociente la refiere como el resultado de la división 
de uno o varios objetos entre un número determinado de personas o partes 
(Kieren, 1980, 1983, 1988, 1992). El papel de la fracción como operador es el 
de transformador multiplicativo de un conjunto hacia otro conjunto equivalente. 
Esta transformación se puede pensar como la amplificación o la reducción de 
una figura geométrica en otra figura asociada al uso de fracciones (Kieren, 1980). 
La fracción como razón es considerada por Kieren (1980) como la comparación 
numérica entre dos magnitudes.

Asimismo, Kieren (1993) presenta un modelo recursivo para la comprensión 
de las matemáticas. Este modelo es un proceso dinámico en forma de espiral que 
conlleva envolverse a sí mismo para crecer y extenderse. El modelo está inte-
grado por ocho niveles incrustados de conocimientos o acciones eficientes, los 
cuales son: hacer primitivo, hacer imagen, tener imagen, notar propiedad, 
formalizar, observar, estructurar e inventar. Consideramos apropiado destacar 
que, en este estudio, se tuvieron en cuenta los tres primeros niveles que corres-
ponden al pensamiento más intuitivo del sujeto, según el reconocimiento explí-
cito del propio Kieren (1993); es decir, la partición como “actividad primitiva”, “hacer 
imagen” como los problemas de reparto que se anticipan en el uso de diferentes 
particiones y fracciones para representar la misma cantidad, y “tener imagen” 
como fracciones equivalentes generadas a través de una fracción dada. Con ello, 
estamos volcando nuestra atención a las elaboraciones primarias, elementales del 
sujeto cognoscente, las que, sin embargo, están siempre presentes en cualquier 
elaboración cognitiva, aun cuando ésta sea más avanzada.

Por otra parte, Freudenthal (1983) da sugerencias amplias para la enseñanza 
de los números fraccionarios. Al referirse a la relación parte-todo, señala que 
enfocar dichos números con este único significado es bastante limitado, tanto 
fenomenológica como matemáticamente, ya que este tipo de enfoque sólo pro-
duce fracciones propias. Asimismo, este autor da ejemplos didácticos para la 
enseñanza de las fracciones y sugiere tener en cuenta las magnitudes de área y 
longitud como medios para visualizar las relaciones de equivalencia.

De igual manera, Streefland (1991) diseñó un curso con el cual se enriquece 
la enseñanza de las fracciones. Su objetivo es proporcionar una didáctica para 
el manejo constructivo y productivo de materiales concretos. Las actividades del 
curso se centran en situaciones de la vida real y emplean algunos acontecimientos 
que se desarrollan en espacios reales.
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Además, Streefland (1993) menciona que el maestro puede guiar a la luz los 
conocimientos que tienen los estudiantes sobre cierto contenido matemático, al 
propiciar confrontaciones entre ellos en situaciones relevantes. De igual manera, 
Streefland (1991, 1993) apunta que la enseñanza debe apegarse a la realidad 
para que dicho conocimiento tenga un significado para el niño. Consideramos 
que estos planteamientos permanecen claramente vigentes en la actual situación 
educativa nacional.

En relación con las aportaciones de la psicología a la cognición de las frac-
ciones, Solé y Coll (1999) señalan que la concepción constructivista no es una 
teoría, sino más bien un marco explicativo que considera como parte medular la 
dimensión social de la enseñanza, en el sentido de que la educación escolar es 
un proyecto social que se desarrolla en una institución también social. Además, 
explican que la concepción constructivista está integrada por un conjunto articu-
lado de principios que pueden ser utilizados para diagnosticar, establecer juicios 
y tomar decisiones fundamentales en torno a la enseñanza.

Según la concepción constructivista, el niño aprende cuando es capaz de 
elaborar una representación personal acerca de un objeto de la realidad o con-
tenido que se pretende enseñar, dicha elaboración implica el interés del niño y 
sus conocimientos previos en relación con el tema que se va a enseñar. En este 
proceso los alumnos modifican los conocimientos que tienen y también inter-
pretan los nuevos conocimientos para integrarlos a los que ya poseen; cuando 
se da este tipo de proceso del niño, se dice que el alumno ha aprendido signifi-
cativamente (Solé y Coll, 1999).

Por consiguiente, la concepción constructivista pretende que los alumnos 
aprendan y se desarrollen en la medida en la que construyen significados apro-
piados en torno a los contenidos que se van a enseñar. Dicha construcción 
incluye la actitud activa del niño, su disponibilidad y sus conocimientos previos 
(Lenzi, 1998; Castorina, Lenzi y Aisenberg, 1997; y Miras, 1999) en una situación 
interactiva en la que el profesor actúa como guía y mediador entre el niño y la 
cultura (Solé y Coll, 1999).

Respecto a lo cognitivo, Kieren (1983) propone dos tipos de herramientas 
o mecanismos mentales para la construcción del conocimiento del número 
fraccionario, unos de desarrollo y otros constructivos. Los de desarrollo están 
vinculados con la experiencia, se identifican con la conservación del todo y el 
razonamiento proporcional; los constructivos se relacionan con la partición, la 
equivalencia cuantitativa y la generación de unidades divisibles. Los significados 
y sus correspondientes “mecanismos” se encuentran ligados a aplicaciones espe-
cíficas y forman parte de lo que se ha denominado matemática intuitiva.
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Por otra parte, Kamii (1994) señala que el enfoque constructivista para la 
enseñanza de la aritmética se basa en una pedagogía que solicita que los maes-
tros vean la enseñanza desde la perspectiva de cómo aprenden los niños y cómo 
llegan a comprender un contenido escolar, en vez de hacerlo desde el punto de 
vista de cómo se comportan, sea cual sea la naturaleza de dicho comportamien-
to social o cognitivo.

También indica que la confrontación de ideas entre los escolares facilita el 
desarrollo de un nivel de pensamiento más elevado cuando se sistematizan los 
conocimientos previos que existen en la mente de ellos. Asimismo, destaca que 
el clima social de una clase influye ampliamente en la manera en la que los 
niños aprenden o no un contenido escolar, dependiendo del ambiente generado 
por el maestro y sus alumnos (Kamii, 1994).

Además, Kamii (1994) menciona que, de acuerdo con el constructivismo, los 
niños aprenden modificando ideas anteriores, en vez de acumular trozos de 
información. Este enfoque difiere de la enseñanza tradicional, pues en esta últi-
ma, los alumnos aprenden interiorizando conocimientos, el papel del maestro 
se limita a corregir errores y a facilitar respuestas correctas. Del mismo modo, 
Kamii señala que en la enseñanza constructivista, el maestro debe fomentar 
el intercambio de ideas, a fin de estimular a los niños para que argumenten y 
defiendan sus soluciones ante sus compañeros. Para propiciar este intercambio, 
el maestro tendrá que planear cómo crear un ambiente adecuado al pensamien-
to de los niños, en lugar de planear cómo se dirige una clase para que se den 
aprendizajes específicos.

Con lo expuesto anteriormente y retomando el problema de investigación aquí 
formulado, visualizamos un panorama que nos permitió plantearnos este estudio, 
el cual consideramos que es una manera pertinente de indagar sobre la aplicación 
de la enseñanza que nos conduzca a consolidar las nociones relativas a la frac-
ción y algunos de sus significados, en cuarto lugar. También lo reconocemos como 
una manera adecuada de abordar las fracciones, en la que los alumnos disfrutan el 
trabajo, al desarrollarse en un ambiente lúdico, donde el maestro interviene como 
guía y mediador entre el niño y la cultura (Solé y Coll, 1999).

Además, señalamos nuestro acuerdo con el enfoque teórico sustentado por 
Freudenthal (1983), Streefland (1991, 1993) y Goffree (2000) en torno a la 
matemática realista, el cual documentamos en el marco teórico.
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Esta investigación doctoral es de carácter cualitativo, ya que se realizó el análisis 
de los avances alcanzados por un grupo de cuarto grado de primaria con niños 
de 9 años de edad dentro de su ambiente escolar, con el propósito de conocer 
cuáles son los cambios que se producen en sus pensamientos durante el desa-
rrollo de un programa de enseñanza que recrea experiencias de su propia vida 
(Freudenthal, 1983). Además, se efectuó el estudio de tres casos para profundizar 
sobre los procesos y fenómenos que se manifestaron en cada uno de ellos. La 
indagación se llevó a cabo al inicio del año escolar para tener la certeza de que 
los niños no habían abordado los tópicos de las fracciones que se consideran en 
el currículo de cuarto grado de educación primaria.

En el proceso de la enseñanza experimental, la investigadora fungió como 
coordinadora de las actividades, es decir, le correspondió organizar y dirigir las 
sesiones de trabajo desarrolladas por el grupo.

Durante el tiempo que duró el programa de enseñanza, se buscó crear un 
ambiente de confianza y respeto mutuos, donde los alumnos se sintieran moti- 
vados, con libertad de resolver las actividades tal como ellos lo consideraran conve-
niente y que tuvieran la oportunidad de expresar sus estrategias de resolución, 
a la par de aceptar sus equivocaciones.

El punto de partida de la investigación fue la aplicación de un cuestionario 
inicial a 30 escolares, con el propósito de obtener información sobre los conoci-
mientos con que contaban acerca de las fracciones. Dicho instrumento permitió 
seleccionar a tres de ellos para llevar a cabo el estudio de casos, también nos 
facilitó la organización de la enseñanza. El cuestionario inicial estuvo conformado 
por 13 tareas organizadas en cuatro bloques. En el primer bloque se presentan 
problemas relacionados con el significado de medida. El segundo incluye acti-
vidades vinculadas con la relación parte-todo. El tercero contiene situaciones 
de reparto. En el cuarto bloque se muestran tareas referentes al significado de 
operador multiplicativo. Una de las actividades de dicho cuestionario se muestra 
en la figura 1.

El siguiente instrumento de esta investigación fue el programa de enseñanza 
desplegado con un enfoque constructivista, con el fundamento de que los alum-
nos aprenden y se desarrollan en la medida en la que construyen significados 
apropiados en torno a los contenidos que van a estudiar (Solé y Coll, 1999). De 
acuerdo con lo anterior, el programa de enseñanza tuvo como propósito crear 
un ambiente favorable que posibilitara al niño el desarrollo adecuado de las acti-
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vidades planteadas en las sesiones de trabajo y, además, le permitiera establecer 
los diferentes tipos de relaciones que le ayudaran a construir los significados de 
la fracción vinculados a relación parte-todo, medida, cociente intuitivo y rudimen-
tos de operador multiplicativo.

Las actividades que integran el programa de enseñanza están relacionadas con 
situaciones de la vida real. Dichas tareas fueron diseñadas tomando como eje el 
currículo vigente de matemáticas de cuarto grado de primaria (1993) y los objetivos 
de nuestra investigación. La enseñanza experimental se realizó en 18 sesiones de 
trabajo. Las sesiones se desarrollaron dos veces por semana con una duración 
de una hora cada una, en un periodo de tres meses. Las actividades que se lleva-
ron a cabo en las sesiones de trabajo fueron: a) recortar e identificar del todo la 
fracción representada por diversas figuras; b) medir distancias para obtener partes 
fraccionarias de un todo; c) reconocer las partes fraccionarias que se generan al 
cubrir totalmente una figura con un todo y escribir en sus respuestas las fracciones 

Figura	1 Problema del cuestionario inicial, que ilustra el significado de medida 
(de acuerdo con Kieren, 1980)
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Éste es el camino que recorre Lalo de su casa a la escuela.

Y éste es el camino que recorre de su casa a la tienda.

Éste último camino ¿qué parte es del camino de arriba? _________












































































































































































































































































